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前言

示性类理论的研究是从 1935年由 Stifel和Whitney二人几乎同时开始独立进行的。Stifel

在 Hopf的指导下研究了一种由流形的切丛决定的同调类，而Whitney在处理一般球丛的时候

引入了上同调的语言，正式定义了示性上同调类。1942年 Pontrjagin在研究 Grassmann流形

的时候定义了 Pontrjagin类，1946年陈省身在昆明的高级研究所对复向量丛也定义了陈示性

类。再后来吴文俊引入了吴示性类，并导出了 S-W示性类、陈示性类等由吴示性类的表示公

式，将这一理论进行了进一步的发展。

上述示性类的定义都是从拓扑的角度出发的，而从曲率的角度来看，上述的示性类理论

也有着非常重要的意义，这些上同调类都可以用曲率张量所表示。Chern-Weil理论给出了这

二者之间的联系，并让示性类理论所能应用的范围大幅变大。

本讲义为 2024秋季学期开始的示性类理论讨论班而作，第一部分（第一到第五章）为拓

扑示性类理论，第二部分（第六到第九章）为微分几何中的示性类理论。学习本讲义有关内容

需要一定的代数拓扑、微分流形与黎曼几何基础，重要的前置知识会在正文中进行讲解。本讲

义的主要参考书为Hatcher的《Algebraic Topology》、Milnor的《Characteristic Classes》、张伟平

的《流形上的几何与分析》和Kobayashi的《Differential Geometry of Complex Vector Bundles》。
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Chapter 1 拓扑理论的预备知识

1.1 向量丛

向量丛是示性类理论中的基本研究对象之一，为此我们先回顾向量丛的有关知识。

首先给出纤维丛与向量丛的基本概念。

Definition 1.1

♣

一个拓扑空间 B 上的纤维丛 ξ : F → E
π−→ B 有如下部分:

（1）一个拓扑空间 E，称为 ξ的全空间

（2）一个连续映射 π : E → B，称为投影

（3）一个拓扑空间 F，称为纤维

且还需要满足局部平凡性的条件，即

∀b ∈ B，存在 b的邻域 U (如果 U 可以取为整个底空间 B，则称 ξ 是平凡的)和一

个同态 hU : U × F → π−1(U)，使得对 U 中任意一个 c，有 x 7→ hU(c, x)给出了 F 与纤

维 π−1(c)（也被写为 Fc(ξ)）之间的同构。

如果纤维 F 为 n维实向量空间，则称 ξ为实向量丛（或称为 Rn丛）。

Definition 1.2

♣

同一个底空间上的向量丛 ξ 与 η同构，是指存在 f : E(ξ) → E(η) 把 ξ 的每一个纤维

Fb(ξ)都同构地映射到对应的纤维 Fb(η)上，此时记作 ξ ' η。

对任意两个向量丛 ξ和 η，称从 ξ到 η的丛映射是指一个连续映射 g : E(ξ) → E(η)，把

每一个纤维 Fb(ξ)都同构地映射到某一个 η的纤维 Fb′(η)。

下面是几个向量丛的例子。



1.1 向量丛

Example 1.1流形的切丛τM。对任意一个流形M，τM 的底空间为M，全空间为 TM = {(x, v) :

x ∈M, v ∈ TxM}，第一分量的投影即为丛的投影。不难验证纤维上的向量结构以及局部平凡

性。如果 τM 是平凡的，则称流形M 是可平行化的。

Example 1.2流形的法丛νM。具体讨论与上例类似。

Example 1.3RPn上的典范线丛 γ1n。全空间E(γ1n) = {({±x}, v) ∈ RPn×Rn+1 : v = kx(k ∈ R)}

（这里我们把 RPn 视为 Sn 上对径点对构成的集合），第一分量的投影即为丛的投影。每个纤

维可以视为 Rn+1中穿过向量 x的直线，故其上自然有 1维向量结构。它的局部平凡化可以写

出：

hU : U × R → π−1(U)

({±x}, t) 7→ ({±x}, tx)

Definition 1.3

♣对向量丛 ξ，一个截面是一个连续映射 s : B → E，使得 π ◦ s = Id。

利用截面，可以给出一个向量丛是否平凡的判据如下（具体证明在此省略）

Proposition 1.1

♠一个 n维实向量丛 ξ是平凡的当且仅当存在 n个处处线性无关的截面 s1, . . . , sn。

Example 1.4 S3是可平行化的。定义其切丛的三个截面如下：将 S3自然嵌入到 R4，则对任意

x = (x1, x2, x3, x4) ∈ S3，令 si(x) = (x, ti(x))(i = 1, 2, 3)，其中

t1(x) = (−x2, x1,−x4, x3)

t2(x) = (−x3, x4, x1,−x2)

t3(x) = (−x4,−x3, x2, x1)

可以验证这给出了三个处处无关的截面，则 τS3 是平凡的。
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1.1 向量丛

这里我们再讨论几种从已有向量丛给出新的向量丛的构造方法。

一、拉回丛

对任意向量丛 ξ(B,E, π, h)和拓扑空间 B1，以及一个映射 f : B1 → B，在 B1 上定义拉

回丛 f ∗ξ如下：

全空间定义为 E1 = {(b, e) ∈ B1 × E : f(b) = π(e)}，第一分量的投影为丛投影。对 ξ 的

一个平凡化邻域 U，在 f−1(U)上定义 f ∗ξ的局部平凡化 h1为

h1 : U1 × Rn → π−1
1 (U1)

(b, x) 7→ (b, h(f(b), x))

二、笛卡尔积

对两个向量丛 ξi(Bi, Ei, πi, hi)(i = 1, 2)，在 B1 × B2 上可以定义它们的笛卡尔积 ξ1 × ξ2，

全空间为 E1 × E2。丛投影为 π1 × π2。

三、Whitney和

已知 B上有两个向量丛 ξ1, ξ2，d : B → B ×B, b 7→ (b, b)为对角嵌入，则定义 ξ1和 ξ2的

Whitney和 ξ1
⊕

ξ2为拉回丛 d∗(ξ1 × ξ2)。

四、正交补

对任意向量丛 ξ ⊂ η，定义 Fb(ξ
⊥)为 Fb(ξ)在 Fb(η)中的正交补，并令E(ξ⊥)为所有 Fb(ξ

⊥)

的并。对一个邻域 U，选取 ξ|U 的标准正交截面基 s1, . . . , sm，并扩张为 η|U 上的标准正交截

面基 s1, . . . , sn，则定义局部平凡化如下：

h : U × Rn−m → E(ξ⊥)

(b, x) 7→ x1sm+1(b) + · · ·+ xn−msn(b)

可以验证如上条件给出了一个向量丛 ξ⊥，且有 η ' ξ
⊕

ξ⊥。
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1.2 基本同调类

1.2 基本同调类

为了方便后续讨论，这里讨论在流形的定向中具有重要作用的基本同调类。

M 是一个闭连通的 n维流形，并且是 R-可定向的，则我们取 {µx|x ∈ M}为M 的一组

定向。所谓的基本同调类就是能够处处被自然同态映成定向同调类的类，下面先来严格给出

定义并证明其存在性。

Theorem 1.1

♥

对任意的 R-可定向流形 M 和任意紧子集 K ⊂ M，都存在唯一的同调类 µK ∈

Hn(M |K;R)，使得自然同态 ρx : Hn(M |K;R) → Hn(M |x;R)满足 ρx(µK) = µx(∀x ∈

K)。

特别地，如果M 还是紧的，则称 µM 是M 的基本同调类。

证明 我们首先需要一个引理，在这里省略它的证明：

Lemma 1.1

♥同调类 α ∈ Hn(M |K;R) = 0当且仅当 ρx(α) = 0 ∈ Hn(M |x;R)(∀x ∈ R)。

在这个引理的基础上，从局部到整体证明主要定理：

第一步：K 包含在某一点的足够小邻域中，此时由定向的定义立即得到结果。

第二步：由于 K 是紧的，则只需证明如果对 K1和 K2结论正确，则对 K = K1 ∪K2结论正

确。首先由Mayer-Vietoris序列，有正合列

· · · → 0 → Hn(M |K;R)
f−→ Hn(M |K1;R)⊕Hn(M |K2;R)

g−→ Hn(M |K1 ∩K2;R) → . . .

其中 f(α) = ρK1(α)⊕ ρK2(α), g(β ⊕ γ) = ρK1∩K2(β)− ρK1∩K2(γ)，ρK1 表示从 Hn(M |K;R)到

Hn(M |K1;R)的自然同态，ρK2 和 ρK1∩K2 同理。

则对任意的 x ∈ K1 ∩K2，ρx(g(µK1 ⊕ µK2)) = ρxµK1 − ρxµK2 = µx − µx = 0，则由引理，

g(µK1 ⊕ µK2) = 0，故存在唯一的 α ∈ Hn(M |K;R)，使得 f(α) = µK1 ⊕ µK2 ,则 α就是我们想
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1.2 基本同调类

要的 µK，故得证。 □

对于不可定向流形，取 R = Z2也可以定义所谓的基本同调类。

对于带边流形也可以定义基本同调类：类似地可以证明对任意紧子集 K ⊂ M，存在唯

一的同调类 µK ∈ Hn(M, (M −K) ∪ ∂M ;R)使得 ρx(µK) = µx(∀x ∈ K ∩ (M − ∂M))，则取

µM ∈ Hn(M,∂M ;R)为M 的基本同调类。

下面的命题在后面证明 Pontrjagin定理的时候会用到。

Proposition 1.2

♠

对于同调群长正合列中的连接同态 ∂ : Hn(M,∂M ;R) → Hn−1(∂M ;R)，有 ∂(µM) =

µ∂M。

证明 取 N 为 ∂M 的一个管状邻域，则 N 为 n维带边流形，边界为 ∂M ∪ (N − N̊),则有交

换图表

Hn(M,∂M ;R) Hn(M,∂M ∪ (M − N̊);R)

Hn−1(∂M ;R) Hn−1(∂M ∪ (N − N̊), N − N̊ ;R) Hn(N, ∂M ∪ (N − N̊);R)

i∗

∂∗
k∗
≈

∂∗

j∗ ≈

其中左侧的 ∂∗ 为 (M,∂M) 的正合列的连接同态，右下的 ∂∗ 为三元组 (N, ∂M ∪ (N −

N̊), N − N̊)的正合列的连接同态，右侧的 j∗来自于切除。

由基本同调类的定义，不难有

j−1
∗ i∗µM = µN

同时又由于 N 的定义，N 同胚于 ∂M × I 并将 ∂M 和 N − N̊ 分别对应到 ∂M × 0 和

∂M × 1，则由相对 Kunneth公式

Hn(N, ∂M ∪ (N − N̊);R) ≈ Hn−1(∂M ;R)⊗H1(I, I̊;R)

5



1.2 基本同调类

取 w 为 H1(I, I̊;R) 的生成元，{Mj} 为 ∂M 的分支，则 µN =
∑
z′j × w（对某些 z′j ∈

Hn−1(Mj;R)）。又由于 k−1
∗ ∂∗µN = ±

∑
z′j，故 ∂µM = ±

∑
z′j。

由于 µN 为基本同调类，则每个 z′j×w对应了Mj×I的基本同调类，则 z′j为Hn−1(Mj;R)

的生成元，也即Mj 的基本同调类，则 ±
∑
z′j = ∂µM 为 ∂M 的基本同调类。 □
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1.3 Grassmann流形的有关讨论

1.3 Grassmann流形的有关讨论

为了在后面讨论看待 S-W类的一种视角，这里需要补充关于Grassmann流形的有关知识。

Definition 1.4

♣Grassmann流形Gn(Rn+k)是 Rn+k 中经过原点的 n维平面构成的集合。

首先我们说明 Grassmann流形确实是一个流形。

Lemma 1.2

♥Grassmann流形 Gn(Rn+k)是一个 nk维的紧拓扑流形。

证明 首先证明 Gn(Rn+k)是一个 Hausdorff空间。固定 w ∈ Rn+k，对任意X ∈ Gn(Rn+k)，取

X 的正交基 x1, · · · , xn，定义

ρw : Gn(Rn+k) → R, X 7→ w · w −
n∑

k=1

(w · xk)2

则 ρw 为连续函数，且对任意的 X 6= Y，取 w ∈ X − Y，有 ρw(X) 6= ρw(Y )，则 X 与 Y

可以用连续函数分离，故得证。

令 Vn(Rn+k) 为 Rn+k 中的 n 维标架（也即 n 个无关向量构成的有序组）构成的集合，

V 0
n (Rn+k) 为所有正交 n 维标架构成的集合，显然是紧的。又对 q : V 0

n (Rn+k) → Gn(Rn+k)

把标架映为其张成的子空间，则有 q(V 0
n (Rn+k)) = Gn(Rn+k),故 Gn(Rn+k)为紧集在连续映射

下的像，也为紧的。

再证对任意一点 X0 ∈ Gn(Rn+k) 存在 X0 的同胚于 Rnk 同胚的邻域。考虑正交投影 p :

X0 ⊕X⊥
0 → X0，记 U 为 Gn(Rn+k)中所有对 p的像集为 X0的元素，也即与 X⊥

0 交为 {0}的

元素全体，则任意 Y ∈ U，Y 可以视为线性映射

T (Y ) : X0 → X⊥
0

的图像，则有一一对应 T : U → Hom(X0, X
⊥
0 ) ' Rnk。
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1.3 Grassmann流形的有关讨论

固定 X0 的一组基 x1, · · · , xn，则对任意 Y ∈ U，存在唯一的 Y 的一组基 y1, · · · , yn，使

得 p(yi) = xi，则 (y1, · · · , yn)由 x1, · · · , xn连续决定。注意到等式

yi = xi + T (Y )(xi)

由于 yi连续依赖于 Y ,则 T (Y )(xi)连续依赖于 Y ,则 T (Y )连续依赖于 Y，即 T 连续。同

理可证 T−1也连续，则 T 为同胚。 □

在 Gn(Rn+k)上，可以定义一个典范向量丛 γn(Rn+k)：

首先取全空间 E 为形如 (Rn+k 中的 n维平面，该平面中的向量)的所有二元对所构成的

集合，E 可以视为 Gn(Rn+k) × Rn+k 的子集，向第一元的投影作为丛的投影。这样构造出来

的典范丛又被称为“万有丛”，原因来自于如下的一个命题。

Proposition 1.3

♠任何一个紧的底空间 B上的 n维向量丛 ξ，都存在一个丛映射 ξ → γn(Rn+k)(k充分大)。

证明 选取有限个能覆盖 B 的平凡化邻域 U1, . . . , Ur，由点集拓扑的知识可以知道存在开集

V1, . . . , Vr 覆盖 B且 Vi ⊂ Ui，同理选取W1, . . . ,Wr 覆盖 B且Wi ⊂ Vi。定义 λi : B → R为截

断函数，在Wi上取值为 1，Vi以外取值为 0。

由于 ξ|Ui
是平凡的，存在映射 hi : π

−1(Ui) → Rn将 ξ|Ui
的每个纤维线性地映到 Rn。再定

义 h′i : E(ξ) → R如下：

h′i(e) = 0 (π(e) /∈ Vi)

h′i(e) = λi(π(e))hi(e) (π(e) ∈ Ui)

再定义 f̂ : E(ξ) → Rrn : f̂(e) = (h′1(e), . . . , h
′
r(e))，则可以验证 f̂ 为一个丛映射。 □
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1.3 Grassmann流形的有关讨论

对性质更差的底空间，如仿紧空间，我们则需要考虑“无穷 Grassmann流形”,下面严格

地给出有关定义。

R∞是由所有处有限项以外均为 0的无穷序列 x = (x1, x2, . . . )所构成的集合，无穷Grass-

mann流形 Gn = Gn(R∞)则指的是 R∞ 的所有 n维线性子空间所构成的集合。同样在 Gn 上

可以定义典范丛 γn。

全空间 E(γn) ⊂ Gn × R∞为所有形如 (R∞中的 n维子空间，该子空间的向量)的二元组

所构成的集合，向第一元的投影作为丛投影。类似地，有如下命题：

Proposition 1.4

♠任何一个仿紧的底空间 B 上的 n维向量丛 ξ，都存在一个丛映射 ξ → γn。

证明基本与命题1.3一致，只需要利用点集拓扑的知识将仿紧空间进行拓扑处理，在这里

省略细节。这个命题说明了我们给出了一个真正“万有”的向量丛 γn。这一点在之后证明 S-W

类的存在性中具有重要意义。

为了后续讨论 Gn的上同调环的性质，这里我们首先给出 Grassmann流形 Gn(Rm)的 CW

复形结构。

首先 Rm有递增子空间序列 R0 ⊂ R1 ⊂ · · · ⊂ Rm，其中 Rk视为 Rm中后m− k个分量均

为 0的向量全体构成的子空间。则对任意 n维子空间 X ⊂ Rm有

0 ≤ dim(X ∩ R1) ≤ dim(X ∩ R2) ≤ · · · ≤ dim(X ∩ Rm) = n

同时又注意到对 k-分量投影映射 fk : X ∩ Rk → R有 X ∩ Rk−1 ⊂ Kerfk，则

dim(X ∩ Rk)− dim(X ∩ Rk−1) ≤ 1

对每一组 σ ∈ {σ = (σ1, σ2, · · · , σn) : σi ∈ Z, 1 ≤ σ1 < σ2 · · · < σn ≤ m}，定义 e(σ)为所

有满足 dim(X ∩Rσi) = i, dim(X ∩Rσi−1) = i− 1(∀i)的 n维子空间X 的全体构成的集合。故
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1.3 Grassmann流形的有关讨论

任意 X ∈ Gn(Rm)，X 恰好属于所有的 e(σ)中的一个。

定义 Hk = {(ξ1, · · · , ξk, 0, · · · , 0) ∈ Rk : ξi > 0(1 ≤ i ≤ k)} ⊂ Rk，则 X ∈ e(σ)当且仅当

X有一组基 x1, x2, · · · , xn使得 xi ∈ Hσi(∀i)。则令 e′(σ) = V 0
n (Rm)∩ (Hσ1 ×· · ·×Hσn),e′(σ) =

V 0
n (Rm) ∩ (Hσ1 × · · · ×Hσn)。

Lemma 1.3

♥

e′(σ)是一个维数为 d(σ) = (σ1− 1)+ (σ2− 2)+ · · ·+(σn−n)的闭细胞，且内部为 e′(σ)。

且 q（定义见前）把 e′(σ)同胚地映成 e(σ)。进而 e(σ)是一个维数为 d(σ)的开细胞。

该引理的证明是平凡的验证，在此省略。利用 e(σ)我们能给出Gn(Rm)的 CW复形结构。

Theorem 1.2

♥

所有 e(σ)（共
(
m
n

)
个）给出了 Gn(Rm)的 CW复形结构。令m→ ∞取直极限可以类似

得到 Gn = Gn(R∞)的 CW复形结构。

取 n = 1的特殊情况则有：

Corollary 1.1

♥

RP∞ = G1(R∞)是一个 CW复形，且对每一个 r ≥ 0，它有一个 r-细胞 e(r + 1)，且有

e(r + 1)同胚于 RPr。

在此基础上我们还需要讨论Gn(Rm)的 r-细胞的个数，显然这与划分数的概念直接相关。

Definition 1.5

♣

对一个整数 r ≥ 0的划分是指一个无序正整数序列 i1, · · · , is使得它们的和为 r。r的所

有划分数记作 p(r)。

则对每一个 σ = (σ1, σ2, · · · , σn)且 d(σ) = r, σn ≤ m，将 σ1 − 1, σ2 − 2. · · · , σn − n中的

零项去掉，则得到对应的 r的划分 i1, · · · , is，且 1 ≤ i1 ≤ i2 · · · ≤ is ≤ m− n, s ≤ n。则有

Proposition 1.5

♠Gn(Rm)中的 r-细胞数量等于将 r划分为至多 n个不大于m− n的正整数的方法数。
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1.3 Grassmann流形的有关讨论

Corollary 1.2

♥当 n ≥ r且m−n ≥ r时，Gn(Rm)中的 r-细胞数量等于 p(r)，特别地m = ∞时也成立。
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Chapter 2 向量丛的上同调

本章我们讨论纤维丛（向量丛）的上同调，并建立 Thom类和 Euler类，为后续 S-W类有

关知识的开展奠定基础。这一章需要的代数拓扑知识可以参考 Allen Hatcher的代数拓扑第三、

第四章。

2.1 Thom同构定理与 Thom类

首先回忆纤维丛的 Leray-Hirsch定理。

Theorem 2.1

♥

对一个纤维丛 F → E
π−→ B，如果满足如下条件:

（1）Hn(F ;R)是一个有限生成的自由 R-模

（2）对任意纤维 F，都存在上同调类 cj ∈ Hkj(E;R)使得 i∗(cj)构成了 Hn(F ;R)

的

一组基，其中 i : F → E 是包含映射。

则 Φ : H∗(B;R) ⊗R H
∗(F ;R) → H∗(E;R),

∑
i,j

bi ⊗ i∗(cj) 7→
∑
i,j

π∗(bi) ∪ cj 是一个同构映

射。

这里我们希望引入 Leray-Hirsch定理的相对形式，为此首先要引入纤维丛对的概念。

Definition 2.1

♣

对于一个纤维丛 F → E
π−→ B，E ′ ⊂ E 是一个子空间，使得 π : E ′ → B 也是一个丛投

影，对应的纤维是子空间 F ′ ⊂ F，并且 E ′ 上的局部平凡化是 E 上的局部平凡化在 E ′

上的限制，则称 (F, F ′) → (E,E ′)
π−→ B 是一个纤维丛对。



2.1 Thom同构定理与 Thom类

下面我们应用绝对形式的 Leray-Hirsch定理来得到相对形式的 Leray-Hirsch定理，这对得

到 Thom类是极其重要的一步。

Theorem 2.2

♥

(F, F ′) → (E,E ′)
π−→ B 是一个纤维丛对，如果满足如下条件:

（1）H∗(F, F ′;R)是一个自由 R-模，并且对任意的 n，Hn(F, F ′;R)是有限生成的

（2）对任意纤维 (F, F ′)，都存在上同调类 cj ∈ Hkj(E,E ′;R)使得它们在 (F, F ′)上

的限制构成了 Hn(F, F ′;R)的一组基。

则 H∗(E,E ′;R)是一个自由 H∗(B;R)-模，且基为 {cj}。

证明 我们熟知如果 B是 Ê 的收缩核，则有 H∗(Ê;R) ≈ H∗(Ê, B;R)⊕H∗(B;R)，为了使用

绝对形式的 Leray-Hirsch定理，我们找到 Ê 使得 H∗(Ê, B;R)能与 H∗(E,E ′;R)建立联系。

取 Ê为将丛投影 π : E ′ → B的映射柱M 粘黏到 E上得到的空间（把 E ′ ⊂ E和 E ′ ⊂M

等同起来），则丛 π : Ê → B 的纤维 F̂ 可以视为把锥 CF ′ 通过 F ′ 粘黏在 F 上得到的。注意

到 E 是 Ê − B 的形变收缩核，E ′是M − B 的形变收缩核，故由切除定理

H∗(Ê,M ;R) ≈ H∗(Ê − B,M − B;R) ≈ H∗(E,E ′;R)

则由 B 是M 的形变收缩核，H∗(Ê,M ;R) ≈ H∗(Ê, B;R)，故由一开始的思路我们有

H∗(Ê;R) ≈ H∗(E,E ′;R)⊕H∗(B;R)

这里的同构是指 H∗(B;R)-模意义下的同构，则令 ĉj ∈ H∗(Ê;R) 为 cj ∈ H∗(E,E ′;R)

对应的类，则所有的 {ĉj} 和 1 共同构成了 H∗(F̂ ;R) 的一组基。则绝对形式的 Leray-Hirsch

定理说明 H∗(Ê;R)是一个自由的 H∗(B;R)-模，且基为 {1, ĉj}，故 {cj}构成了 H∗(B;R)-模

H∗(E,E ′;R)的一组基。 □

在这里我们取特殊向量丛的情形，即 F = Rn, F ′ = F − {0} ≈ Sn−1, E ′ = E − {0}（在后
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2.1 Thom同构定理与 Thom类

面我们均默认E ′ = E−{0}），为了满足上述的相对 Leray-Hirsch定理的条件，我们需要一个上

同调类 c ∈ Hn(E,E ′;R)使得它在每个纤维 (Rn, Sn−1)上的限制都是 Hn(Rn, Sn−1;R) = R的

生成元。这样的类就被称为纤维丛的Thom类。如果假设 Thom类存在，则由相对 Leray-Hirsch

定理可以得到如下结果。

Proposition 2.1

♠

如果丛 (Rn, Sn−1) → (E,E ′)
π−→ B 有 Thom类 c，则映射

Φ : H i(B;R) → H i+n(E,E ′;R),Φ(b) = π∗(b) ∪ c

对任意的 i ≤ 0是同构。则显然有 H i(E,E ′;R) = 0(i < n)。

下面我们讨论 Thom类存在的有关命题。可以看出 Thom类的定义与之前所说的基本同

调类的定义有一定的类似之处，我们可以猜测 R = Z2 时 Thom类始终存在，而 R = Z时则

需要一定的定向性条件。事实上也确实如此。

Theorem 2.3

♥任何向量丛都存在 Z2系数的 Thom类。

证明 仍然分步证明该定理。（对于省略的一些细节，可以参考Milnor的《Characteristic Classes》

第十节）

第一步 若该向量丛为平凡的，则可以把 E 视为 B × Rn，此时 Hn(E,E ′;Z2) = Hn(B ×

Rn, B × Sn−1;Z2)。

Lemma 2.1

♥Hj(B;Z2) ≈ Hj+n(B × Rn, B × Sn−1;Z2)

证明 我们知道 n = 1时，Hn(Rn, Sn−1;Z2) ≈ Z2，取其非零元素为 e1，则利用 Kunneth公式

和考虑三元组 (B × R, B × R∗, B × R−)构成的正合列可以证明 y 7→ y × e1 给出了 Hj(B;Z2)

到 Hj+1(B ×R, B ×R∗;Z2)的同构。再利用五引理追图论证和归纳法可以证明 y 7→ y × en给

出了我们想要的同构，其中 en = e1 × e1 · · · × e1。
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2.1 Thom同构定理与 Thom类

回到原定理，则只需要找到 H0(B;Z2)中在 B 的处处的限制非零的类即可，自然也就是

1，故 1× en给出了我们想要的类。

第二步 如果 B = B1∪B2，其中 B1和 B2是使得定理结论成立的子集，则显然 B1∩B2也使

得结论成立。利用相对的Mayer-Vietoris序列:（为了简便，记 E∩ = E1 ∩ E2, E
′∩ = E ′

1 ∩ E ′
2)

· · · → H i−1(E∩, E ′∩;Z2) → H i(E,E ′;Z2) → H i(E1, E
′
1;Z2)⊕H i(E2, E

′
2;Z2) → H i(E∩, E ′∩;Z2) → . . .

由假设，存在 u1 ∈ Hn(E1, E
′
1;Z2) 和 u2 ∈ Hn(E2, E

′
2;Z2) 使得它们在每个纤维上的

限制为非零的。再一次使用之前讨论过的唯一性论证（见定理1.1），可以证明 u1 和 u2 在

Hn(E∩, E ′∩;Z2)中有相同的像，则它们都来自于唯一的 u ∈ Hn(E,E ′;Z2)，再由绝对 Mayer-

Vietoris序列 (其中 j + n = i)

· · · → Hj−1(E∩;Z2) → Hj(E;Z2) → Hj(E1;Z2)⊕Hj(E2;Z2) → Hj(E∩;Z2) → . . .

和五引理追图论证，可以证明 y 7→ y ∪ u给出了同构 Hj(E;Z2) ≈ Hj+n(E,E;Z2)。

第三步 如果 B由有限个使得定理结论成立的子集合覆盖，则由归纳法并反复使用第二步即

可。

第四步 对一般的拓扑空间 B，取 B 的紧子集 C，则由第三步 C 使得定理结论成立。再利

用标准的直极限论证可以证明一般的情况。细节在此处略去。 □

对于系数取为 Z的情况，我们需要定向性条件，这就需要对向量丛的可定向性进行定义。

为了证明的简便性，这里我们采用一种定义：即使用了纤维丛的同伦提升性质。（后面我们会

给出一种更自然的等价定义）

15



2.1 Thom同构定理与 Thom类

给定纤维丛 Sn−1 → E → B，对 B 上的任何一个道路 γ : I → B，存在一个同伦 gt :

Fγ(0) ↪→ B使得 gt(Fγ(0)) = γ(t)，则包含映射 Fγ(0) → E 给出了一个提升 ĝ0，又由于纤维丛是

具有同伦提升性质的，存在同伦的提升 ĝt : Fγ(0) → E 使得 ĝt(Fγ(0)) ⊂ Fγ(t)。特别地，ĝ1给出

了一个映射 Lγ : Fγ(0) → Fγ(1),并且可以证明 Lγ 是这两个纤维之间的同伦等价。现在取 γ 为

B 上的一个圈，则 Lγ 为一个纤维到自身的同伦等价。

Definition 2.2

♣

如果对任意 B上的圈 γ，Lγ 诱导的上同调群Hn−1(Sn−1;Z)上的自同态为恒等映射，则

称纤维丛 Sn−1 → E → B是可定向的。对于球丛Dn → E → B，称其为可定向的是指

其边界丛 Sn−1 → E ′ → B 是可定向的。

Theorem 2.4
♥任何可定向的向量丛都有 Z系数的 Thom类。

证明 根据 CW 逼近，只需考虑 B 是 CW 复形时的情况，同时由于全过程中考虑的均为有

限维的上同调群，不妨设 B 是有限维的 CW 复形。我们后面会证明在此条件下，限制映射

H i(E,E ′;Z) → H i(Dn
x , S

n−1
x ;Z)对每一个纤维 Dn

x 和 i ≤ n是同构。

在假设这个命题成立的情况下，取定一个纤维对应的同构Hn(E,E ′;Z) ≈ Hn(Dn
x , S

n−1
x ;Z) ≈

Z。则对任意的 y，取一个 x到 y 的道路 γ，则包含映射 (Dn
x , S

n−1
x ) ↪→ (E,E ′)与另外一个包

含映射 (Dn
y , S

n−1
y ) ↪→ (E,E ′) 与 Lγ 的复合是同伦的。则由可定向性条件，我们选取的同构

Hn(E,E ′;Z) ≈ Z能够限制在每个纤维上都是 Hn(Dn
x , S

n−1
x ;Z) ≈ Z，则 Hn(E,E ′;Z)的生成

元就是 Thom类，故只需要证明前面所论述的这个命题即可。采取归纳的方法。

设对所有 k − 1维 CW复形有结论成立。设 B是一个 k维的 CW复形，B1 ⊂ B是把 B3

的每个 k-细胞删掉一个内点所得到的子空间，B2是所有开 k-细胞的并，则显然 B = B1 ∪B2。

同样有Mayer-Vietoris序列

Hn(E,E ′;Z) → Hn(E1, E
′
1;Z)⊕Hn(E2, E

′
2;Z)

f−→ Hn(E∩, E ′∩;Z) → . . .
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2.1 Thom同构定理与 Thom类

又 B1 ∩ B2 可以形变收缩为 (k − 1)维球面的并，故 E∩ 可以由 E 在这些 (k − 1)维球面

上的部分代替。又由正合性 Hn(E,E ′;Z) ≈ Kerf。

由归纳假设可知 Hn(E1, E
′
1;Z), Hn(E2, E

′
2;Z)和 Hn(E∩, E ′∩;Z)均为 Z的直和，每一个

Z对应相应空间的一个分支。

Kerf 中的元素 (α, β) ∈ Hn(E1, E
′
1;Z) ⊕ Hn(E2, E

′
2;Z)在 Hn(E∩, E ′∩;Z)上的限制相同，

也即意味着 α和 β 在上述直和分解中的 Z坐标相同。则 Kerf ≈ Z，故有 Hn(E,E ′;Z) ≈ Z。

令一方面，对 i < n，同样考虑Mayer-Vietoris序列

H i−1(E∩, E ′∩;Z) → H i(E,E ′;Z) → H i(E1, E
′
1;Z)⊕H i(E2, E

′
2;Z) → . . .

利用归纳法显然有 H i(E,E ′;Z)左右两边的群均为 0，则 H i(E,E ′;Z) = 0。

综上 H i(E,E ′;Z) ≈ H i(Dn
x , S

n−1
x ;Z)，得证。 □

Remark事实上该定理可以强化，即存在 Z系数的 Thom类与可定向性等价。这用到了向量丛

的可定向性的另一种等价定义：对每一个纤维 F 都存在对应的 µF ∈ Hn(F, F ′;Z)使得 µF 满

足局部相容性条件。具体细节在此省略。
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2.2 Gysin序列与 Euler类

2.2 Gysin序列与 Euler类

在上一节的基础上，我们可以对纤维丛 Sn−1 → E
π−→ B 建立所谓的 Gysin序列。考虑映

射柱Mπ，也有纤维丛Dn →Mπ
π−→ B。假设 Thom类 c ∈ Hn(Mπ, E;R)存在，则考虑图表 (Φ

为 Thom同构)

· · · H i(Mπ, E;R) H i(Mπ;R) H i(E;R) H i+1(Mπ, E;R) · · ·

· · · H i−n(B;R) H i(B;R) H i(E;R) H i−n+1(B;R) · · ·

j∗

∪e

Φ ≈

π∗

π∗≈ = Φ ≈

图表中出现的 e定义为 (π∗)−1j∗(c)，被称为R系数的Euler类。第一块正方形是可交换的：

对任意的 b ∈ H i−n(B;R),有 j∗Φ(b) = j∗(π∗(b)∪ c) = π∗(b)∪ j∗(c) = π∗(b)∪ π∗(e) = π∗(b∪ e)。

在后面的讨论中，如果不加特殊说明，则取 Euler类为 Z系数的并且在此时加上向量丛的可

定向性条件，记作 e(ξ)。

仍然记 E ′ = E − {0}，则将投影限制在 E ′ 上得到 π′ : E ′ → B，我们有如下的 Gysin序

列：

Theorem 2.5 (Gysin序列)

♥

对可定向的 n维实向量丛 ξ，有如下正合列

· · · → H i−n(B;Z) ∪e−→ H i(B;Z) π′∗
−→ H i(E ′;Z) → H i−n+1(B;Z) → · · ·

证明 首先有相对上同调的正合列

· · ·H i(E,E ′;Z) → H i(E;Z) → H i(E ′;Z) δ−→ H i+1(E,E ′;Z) → · · ·

再取 Thom类 u ∈ Hn(E,E ′;Z)，有同构

∪u : H i−n(E;Z) → H i(E,E ′;Z)
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2.2 Gysin序列与 Euler类

结合二者有正合列

· · ·H i−n(E;Z) g−→ H i(E;Z) → H i(E ′;Z) → H i−n+1(E;Z) → · · ·

其中 g(x) = (x ∪ u)|E = x ∪ (u|E)。

由 Thom类在 E 上的限制 u|E ∈ Hn(E;Z)对应 Euler类 e ∈ Hn(B;Z)，将上面的正合列

中 H∗(E;Z)的部分用 H∗(B;Z)复合上 π∗代替，故有

· · · → H i−n(B;Z) ∪e−→ H i(B;Z) π′∗
−→ H i(E ′;Z) → H i−n+1(B;Z) → · · ·

故得证。 □

下面讨论 Euler类的众多性质。

Proposition 2.2

♠

（1）（自然性）如果 f : B → B′来自于一个保定向的丛映射 ξ → ξ′，则 e(ξ) = f ∗(e(ξ′))

（2）（反定向性）如果 ξ的定向反转，则 e(ξ)改变符号。

（3）如果纤维丛的维数 n为奇数，则 e(ξ) + e(ξ) = 0

这几条性质的验证比较简单，在此略过。

Proposition 2.3

♠e(ξ1 ⊕ ξ2) = e(ξ1) ∪ e(ξ2), e(ξ1 × ξ2) = e(ξ1)× e(ξ2)

证明 设 ξ1和 ξ2的维数分别为m和 n，则由上同调类的交叉积的性质立即有

c(ξ1 × ξ2) = (−1)mnc(ξ1)× c(ξ2)

再在等式两边作用限制同态则得到 e(ξ1×ξ2) = (−1)mne(ξ1)×e(ξ2)。但上一个命题说明了

当m或 n为奇数时等式两边都为二阶元，符号问题可以忽略。第二个等式可以通过取B′ = B

并在第一个等式两端同时作用上对角嵌入的诱导同态得到。 □
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2.2 Gysin序列与 Euler类

Euler类可以用于判断向量丛的一些具体性质，如是否存在非零截面、是否存在某种条件

的子丛等，也即可以视为一种拓扑障碍。

Proposition 2.4

♠若 ξ有一个处处非零的截面，则 e(ξ)必须为 0。

证明 设 s : B → E ′ 为一个处处非零的截面，则复合 B
s−→ E ′ ↪→ E

π−→ B 是恒等映射。则

其诱导同态的复合 Hn(B;Z) π∗
−→ Hn(E;Z) → Hn(E ′;Z) s∗−→ Hn(B;Z)也为恒等映射。由定义

π∗(e(ξ)) = c|E ,则前两个诱导同态的复合把 e(ξ)映成 (c|E)|E′。

又由于复合 Hn(E,E ′;Z) → Hn(E;Z) → Hn(E ′;Z)为零映射，故前两个诱导同态把 e(ξ)

映为 0，则 e(ξ) = s∗(0) = 0。

（如果假设 ξ被赋予了欧氏度量结构，则令 ε为截面 s张成的平凡线丛，则有 e(ξ) = e(ε)∪

e(ε⊥)，由 ε是平凡的，e(ε) = 0，则得证） □

Example 2.1设M 为紧光滑流形，切丛记为 τ，如果 e(τ) 6= 0，则 τ 不存在奇数维子向量丛：

假设这样的子丛 ξ存在，若为可定向的，则 e(τ) = e(ξ)∪ e(ξ⊥)是自由 Abel群Hn(M ;Z)中的

二阶元，矛盾。若为不可定向的，则可以通过考虑M 的可定向双叶覆叠流形来约化为第一种

情况。
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Chapter 3 Stiefel-Whitney类

本章我们主要讨论 S-W 类，它可以刻画建立处处不相关的截面的拓扑障碍。与前面的

Thom类和 Euler类不同，我们先采用公理化定义的方法引入 S-W类，再具体构造符合公理的

类并验证唯一性。这种方法在后续研究陈类的时候会再次用到。

3.1 公理化定义

Definition 3.1

♣

对每一个 n维向量丛 ξ 都对应着一列上同调类 wi(ξ) ∈ H i(B(ξ),Z2)(i = 0, 1, 2, · · · )，被

称为 ξ的Stiefel-Whitney类，其中 wi(ξ)(i = 0, 1, 2, · · · )满足如下公理：

（1）w0(ξ) = 1 ∈ H0(B(ξ),Z2)，且 wi(ξ) = 0(i > n)

（2）f : B(ξ) → B(η)来自于丛映射 ξ → η，则 wi(ξ) = f ∗(wi(η))

（3）若 ξ和 η有相同的底空间，则

wk(ξ ⊕ η) =
k∑

i=0

wi(ξ) ∪ wk−i(η)

（4）对 RP1上的典范线丛 γ11，有 w1(γ
1
1) 6= 0。

在接下来我们都先假设满足如上四条公理的类是存在的，则由这四条公理不难得到如下

的一些性质。

Proposition 3.1
（1）若 ξ与 η同构，则 wi(ξ) = wi(η)(∀i)。

（2）若 ε为平凡丛，则 wi(ε) = 0(i > 0)。

（3）若 ε为平凡从，则 wi(ε⊕ η) = wi(η)。



3.1 公理化定义

♠

（4）若 ξ 是一个赋予欧氏度量的 n维向量丛且有 k 个处处线性无关的截面，则 wi(ξ) =

0(n− k + 1 ≤ i ≤ n)。特别地，若 ξ存在一个处处非零截面，则 wn(ξ) = 0。

当 ξ ⊕ η 为平凡丛时，显然有 w1(ξ) + w1(η) = 0, w2(ξ) + w1(ξ)w1(η) + w2(ξ) = 0等一系

列关系式，则 wi(η)可以完全由 ξ 的 S-W类的多项式来表示。为了方便，我们引入总 S-W类

这一记号。

Definition 3.2

♣

H
∏
(B;Z2)是由全体形式无穷序列 a = a1+a2+ · · · 组成的环，其中 ai ∈ H i(B;Z2)，其乘

法由 (a0+a1+a2+· · · )(b0+b1+b2+· · · ) = (a0b0)+(a1b0+a0b1)+(a2b0+a1b2+a0b2)+· · ·

给出。

ξ的总 Stiefel-Whitney类定义为这个环中的元素 w(ξ) = 1 + w1(ξ) + w2(ξ) + · · ·。

不难看出在总 S-W类的记号下，公理的第三条可以被重新写为 w(ξ ⊕ η) = w(ξ)w(η)。总

S-W类的第一项必然为 1，不难验证所有首项为 1的元素都在环中存在唯一的逆，为了方便

记 w−1 = w。则当 ξ ⊕ η为平凡丛时，w(ξ ⊕ η) = 0，也即 w(η) = w(ξ)。

Corollary 3.1 (Whitney对偶定理)

♥τM 为流形M 的切丛，ν 为法丛，则 wi(ν) = wi(τM)。

Example 3.1对流形M，我们往往用w(M)代指w(τM)。对球面Sn，考虑其标准嵌入Sn ⊂ Rn+1，

法丛 ν 显然是平凡的，即 w(ν) = 1，则由上述推论 w(Sn) = w(τSn) = 1。

接下来我们具体讨论 RPn 的 S-W类。下面的例 3.2和引理 3.1能够帮助我们解决这一问

题。首先我们熟知 RPn的上同调环 H∗(RPn;Z2)由 Z2[α]/(α
n+1)给出。

Example 3.2考虑 RPn上的典范线丛 γ1n，标准嵌入 i : RP1 ↪→ RPn显然可以由丛映射 γ11 → γ1n
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3.1 公理化定义

得到，则由 S-W类定义的第二与第四条公理

i∗(w1(γ
1
n)) = w1(γ

1
1) 6= 0

则 w1(γ
1
n)不为 0，则必然为 α，由 γ1n的维数为 1，故其总 S-W类为 1 + α。

γ1n可以自然地被视为 n+1维平凡丛 εn+1的子丛，取其正交补丛为 γ⊥，则自然地其全空

间为 ({±x}, v)（v与 x所在的直线垂直）所构成的集合，为 RPn × Rn+1的子集。

由于 γ1n ⊕ γ⊥是平凡丛，则有 w(γ⊥) = w(γ1n) = (1 + α)−1 = 1 + α + α2 + · · ·+ αn。

Lemma 3.1

♥τRPn ' Hom(γ1n, γ
⊥)

证明 L为 Rn+1中经过原点的一条直线，与 Sn交于 ±x，并记 L⊥为该直线的正交补 n维平

面。考虑典范映射 Sn → RPn, x 7→ {±x}的切映射 dfx : TxS
n → T{±x}RPn，显然对 v ∈ TxS

n，

有 dfx(v) = df−x(−v)，故 T{±x}RPn与所有的对 {(x, v), (−x,−v) : x ⊥ v}构成的集合同构。

由每一个这样的对可以与Hom(L,L⊥)中的元素x 7→ v一一对应，故T{±x}RPn ' Hom(L,L⊥),

则 τRPn ' Hom(γ1n, γ
⊥)。 □

Proposition 3.2

♠τRPn ⊕ ε1 ' γ1n ⊕ γ1n ⊕ · · · ⊕ γ1n（n+ 1个），进而 w(RPn) = (1 + α)n。

证明 显然 Hom(γ1n, γ
1
n)是平凡线丛（它有一个处处非零的截面），故

τRPn ⊕ ε1 ' Hom(γ1n, γ
⊥)⊕ Hom(γ1n, γ

1
n) ' Hom(γ1n, γ

1
n ⊕ γ⊥) ' Hom(γ1n, ε

n+1)

又 Hom(γ1n, ε
n+1) = Hom(γ1n, ε

1)⊕ Hom(γ1n, ε
1) · · · ⊕ Hom(γ1n, ε

1)（共 n+ 1个），故得证。

由又命题 3.1，w(τRPn) = w(τRPn ⊕ ε1) = (w(γ1n))
n，由例 3.2的结果得证。 □
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3.1 公理化定义

Corollary 3.2

♥

w(RPn) = 1当且仅当 n = 2k − 1(k ∈ N)

进而若 RPn是可平行化的，则有 n = 1, 3, 7, 15, · · ·。

证明 若 n = 2k − 1，则 w(RPn) = (1 + α)2
k
= 1 + α2k = 1 + αn+1 = 1

反之若 n = 2km（m为大于 1的奇数），则

w(RPn) = (1 + α2k)m = 1 +mα2k +
m(m− 1)

2
α2k+1

+ · · · 6= 1

矛盾！故原命题得证。 □

Remark事实上可以证明只有 RP1,RP3,RP7是可平行化的。

利用 RPn的 Stiefel-Whitney类，我们可以证明如下的Whitney定理。

Theorem 3.1 (Whitney)

♥如果 n+ 1 = 2rm（m为奇数），则在 RPn上不存在 2r 个处处线性无关的向量场。

证明 取 p = 2r(m− 1)，则由命题3.2，有

wp(RPn) =

(
n+ 1

p

)
αp =

(
2rm

2r

)
αp = αp 6= 0

若存在 2r 个无关向量场，则由命题3.1的（4）

wi(RPn) = 0(n− 2r + 1 ≤ i ≤ n)

这与 wp(RPn) 6= 0矛盾！故得证。 □
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3.2 S-W类的初步应用

3.2 S-W类的初步应用

这一节我们利用 S-W类来解决一些有趣的小问题。

首先我们回忆在微分流形课程中学到的强Whitney浸入定理。

Theorem 3.2 (强Whitney浸入定理)

♥任意m(m > 1)维的光滑流形可以被浸入到 R2m−1中。

这里我们说明 2m− 1是最强的结果。

Proposition 3.3

♠若 RP2r 可以浸入到 RP2r+k 中，则 k ≥ 2r − 1。

证明 回忆上一节中我们得到（取 n = 2r）

w(RPn) = (1 + α)n+1 = 1 + α + αn

则 w(RPn) = (w(RPn))−1 = 1 + α + α2 + · · ·+ αn−1。

另一方面，若 RPn可以浸入到 RPn+k中，则对法丛 ν维数为 k，自然有 wi(ν) = 0(i > k)。

又由Whitney对偶定理

wi(RPn) = wi(ν)

有 wi(RPn) = 0(i > k)，则 k ≥ n− 1 = 2r − 1。 □

两个同维数流形的并能否实现为一个更高维流形的边界是配边理论中的重要问题。S-W

类在非定向配边理论中也发挥了重要的作用，为此我们需要引入 Stiefel-Whitney数的概念。

取M 为一个 n维的闭流形，则在第一章的预备知识中我们知道可以定义M 的 Z2系数的

基本同调类 µM ∈ Hn(M ;Z2)，则对任意的 v ∈ Hn(M ;Z2)，我们得到一个一个指标 〈v, µM〉 ∈
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3.2 S-W类的初步应用

Z2，被称为 Kronecker指标，简记为 v[M ]。

现在我们对 v取一些具体的值。令 r1, r2, · · · , rn为一列满足 r1 +2r2 + · · ·+ nrn = n的非

负整数，则对切丛 τM，可以取出 Hn(M ;Z2)中的元素

wr1
1 (τM)wr2

2 (τM) · · ·wrn
n (τM)

取它为上述的 v，得到的对应 Kronecker指标具有非常重要的意义。

Definition 3.3

♣

模 2的指标

〈wr1
1 (τM)wr2

2 (τM) · · ·wrn
n (τM), µM〉 = wr1

1 w
r2
2 · · ·wrn

n [M ]

被称为流形M 相关于单项式 wr1
1 w

r2
2 · · ·wrn

n 的Stiefel-Whitney数。

对两个流形M,M ′,称他们有相同的 Stiefel-Whitney数，是指对任意的如上 r1, r2, · · ·，均

有

wr1
1 w

r2
2 · · ·wrn

n [M ] = wr1
1 w

r2
2 · · ·wrn

n [M ′]

Example 3.3本例中我们来计算M = RPn的 S-W数。

如果 n为偶数，则 wn(M) = (n+ 1)αn 6= 0，则取 r1 = · · · = rn−1 = 0, rn = 1，对应的 S-W数

为 < wn(M), µM > 6= 0。故 RPn有非零的 S-W数。

若 n = 2k− 1为奇数，则 w(M) = (1+α)2k = (1+α2)k，则 wj(M) = 0(j为奇数)。但又由于

r1 + 2r2 + · · ·+ nrn = n

右边为奇数，则必须存在 j为奇数使得 rj 6= 0，则 wr1
1 w

r2
2 · · ·wrn

n [M ] = 0。故 RPn的所有 S-W

类均为 0。

如下的两个定理表明了 S-W数的重要性。
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3.2 S-W类的初步应用

Theorem 3.3 (Pontrjagin定理)

♥若 n维流形M 为某一个 n+ 1维流形 B 的边界，则M 的所有 S-W数均为 0。

证明 取带边流形 B的基本同调类 µB ∈ Hn+1(B,M ;Z2)，由命题1.2，同调群的长正合列连接

同态 ∂ : Hn+1(B,M ;Z2) → Hn(M ;Z2)把 µB 映为 µM。再记上同调群的长正合列中的连接同

态为 δ : Hn(M ;Z2) → Hn+1(B,M ;Z2)，则对任意的 v ∈ Hn(M ;Z2)，有

〈v, µM〉 = 〈v, ∂µB〉 = 〈δv, µB〉

对切丛 τB 在M 的限制，取其M 的外法向量丛，则其显然有一个处处非零的截面，故为

平凡线丛。且又由于该丛的正交补为切丛 τM，我们有

τB|M ' τM ⊕ ε1

故 w(τB)|M = w(τM)，则

wr1
1 w

r2
2 · · ·wrn

n [M ] = 〈δ(wr1
1 w

r2
2 · · ·wrn

n ), µB〉 = 〈δi∗(wr1
1 w

r2
2 · · ·wrn

n ), µB〉

又由于有正合列

Hn(B;Z2)
i∗−→ Hn(M ;Z2)

δ−→ Hn+1(B,M ;Z2)

也即 δi∗ = 0，则 wr1
1 w

r2
2 · · ·wrn

n [M ] = 0，故得证。 □

事实上，该定理的逆命题也正确，但这是一个强的多的结果，在此并不给出证明。

Theorem 3.4 (Thom)

♥如果流形M 的所有 Stiefel-Whitney数为 0，则M 可以实现为某一个紧光滑流形的边界。

Example 3.4我们在上面已经计算过了 RP2k−1的所有 Stiefel-Whitney数均为 0，故由 Thom定

理，RP2k−1可以实现为流形的边界。
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3.2 S-W类的初步应用

下面我们讨论两个流形的无交并能否被实现为流形的边界这一问题。

Definition 3.4

♣

对两个 n 维光滑流形 M1,M2，称它们属于同一个不定向配边类，如果它们的无交并

M1

⨿
M2是一个 (n+ 1)维紧光滑流形的边界，此时简记为M1 ∼M2。

Proposition 3.4

♠∼给出了所有 n维光滑流形集合中的一个等价关系。

证明 首先，对同一个流形M 的两份复制，它们的并是流形M × [0, 1]的边界，故M 'M。

对称性是显然的。

若 L 'M,M ' N，则设 L
⨿
M 是 V 的边界，M

⨿
N 是W 的边界。则可以把 V 和W

沿边界上M 的部分粘连起来（由管状邻域定理可以保证该过程的实现）形成新的流形X，则

L
⨿
N 是 X 的边界，则 L ∼ N。 □

为了研究更平凡的配边关系，我们不难想到刚才所讨论的 Pontrjagin定理和 Thom定理。

为了运用它们，首先需要讨论无交并流形的 Stiefel-Whitney数。

Lemma 3.2

♥

对两个 n维光滑流形M 和N 和满足 r1 +2r2 + · · ·nrn = n的非负整数序列 r1, r2, · · · rn，

有

wr1
1 w

r2
2 · · ·wrn

n [M
⨿

N ] = wr1
1 w

r2
2 · · ·wrn

n [M ] + wr1
1 w

r2
2 · · ·wrn

n [N ]

证明 首先我们熟知

Hn(M
⨿

N ;Z2) ' Hn(M ;Z2)⊕Hn(N ;Z2), Hn(M
⨿

N ;Z2) ' Hn(M ;Z2)⊕Hn(N ;Z2)

同调群的关系给出了基本同调类之间的关系 µM
⨿

N = (µM , µN)。

上同调群的关系给出了 S-W 类的关系（这里使用到了 S-W 类公理化定义中的自然性）

w(M
⨿
N) = (w(M), w(N))，则结论显然成立。 □

28



3.2 S-W类的初步应用

则结合该引理和上述的 Pontrjagin定理、Thom定理，我们得到了属于同一不定向配边类

的等价判据。

Corollary 3.3

♥两个流形M 和 N 属于同一个不定向配边类当且仅当它们有相同的 Stiefel-Whitney数。
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3.3 存在性的证明

3.3 存在性的证明

在上面的讨论中我们都假设了 S-W类的存在性，在这一节中我们会通过具体构造的方法

给出 S-W类的存在性的证明。

为了后续需要，这里我们引入代数拓扑中 Steenrod平方的概念。

Definition 3.5

♣

满足如下一系列条件的同态 Sqi : Hn(X;Z2) → Hn+i(X;Z2)称为Steenrod平方。

（1）可加性：Sqi(a+ b) = Sqi(a) + Sqi(b)

（2）自然性：对 f : X → Y，Sqi(f ∗(α)) = f ∗(Sqi(α))

（3）边界条件：若 a ∈ Hn(X;Z2)，则 Sq0(a) = a, Sqn(a) = a∪ a, Sqi(a) = 0(i > n)。

（4）Cartan公式：Sqk(a ∪ b) =
k∑

i=0

Sqi(a) ∪ Sqk−i(b)。

对相对情形 (X,Y )也可以定义 Steenrod平方，所满足的条件与上述一致，此处不再重

复。

在这里我们默认满足如上条件的同态确实成立（具体构造非常复杂，详见 Hatcher的代数

拓扑第四章附录 L，此处省略）。

回忆我们在命题2.1建立的 Thom同构: Φ : H i(B;Z2) → H i+n(E,E ′;Z2), b 7→ π∗(b)∪ c，其

中 c为 Thom类。则我们断言

Theorem 3.5

♥

w′
i(ξ) = Φ−1SqiΦ(1)符合 Stiefel-Whitney类定义中的几条公理。（下面的所有 Steenrod平

方默认是在相对情形下定义的）

证明 为了简洁性，对 a ∈ Hn(X,Y ;Z2)，定义其总 Steenrod平方为

Sq(a) = a+ a+ Sq1(a) + Sq2(a) + · · ·+ Sqn(a)

则令 w′(ξ) = Φ−1Sq(Φ(1)) = Φ−1Sq(c)，下面我们逐条验证 w′满足四条公理。
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3.3 存在性的证明

第一条 由 Steenrod平方的定义（3），显然

w′
0(ξ) = Φ−1Sq0(c) = Φ−1(c) = 1

且对 i > n

w′
i(ξ) = Φ−1Sqi(c) = Φ−1(0) = 0

第二条 对任意丛映射 f : ξ1 → ξ2，有诱导映射 g : (E1, E
′
1) → (E2, E

′
2)。令 ci为 ξi的 Thom

类，Φi为 ξi的 Thom同构，则由 Thom类的定义不难有 g∗(c2) = c1，则

g∗(Φ2(a)) = g∗(π∗
2(a) ∪ c2) = g∗(π∗

2(a)) ∪ c1 = π∗
1(f

∗(a)) ∪ c1 = Φ1(f
∗(a))

由 Steenrod平方的定义（2），有

f ∗(w′
i(ξ2)) = f ∗(Φ−1

2 Sqi(c2)) = Φ−1
1 (g∗(Sqi(c2))) = Φ−1

1 (Sqi(g∗(c2))) = Φ−1
1 Sqi(c1) = w′

i(ξ1)

第三条 考虑笛卡尔积 ξ = ξ1 × ξ2，ξi 的 Thom类为 ci ∈ Hni(Ei, E
′
i;Z2)，则可以定义交叉

积 c1 × c2 ∈ Hn1+n2(E1 × E2, E1 × E ′
2 ∪ E ′

1 × E2;Z2) = Hn1+n2(E1 × E2, (E1 × E2)
′;Z2)。但

c1 × c2|F1×F2,(F1×F2)′ = c1|(F1,F ′
1)
× c2|(F2,F ′

2)
，故由定义可知 c1 × c2为笛卡尔积 ξ1 × ξ2的 Thom

类。令 Φ为 ξ1 × ξ2的 Thom同构，则

Φ(a× b) = (π1 × π2)
∗(a× b) ∪ (c1 × c2) = (π∗

1(a) ∪ c1)× (π∗
2(b) ∪ c2) = Φ1(a)× Φ2(b)

可以计算

w′(ξ) = Φ−1(Sq(c)) = Φ−1(Sq(c1)× Sq(c2)) = Φ−1(Φ1(w(ξ1)× Φ2(w(ξ2))) = w′(ξ1)× w′(ξ2)

现在设 ξ1和 ξ2有相同的底空间B，则将上式的两边同时利用对角线嵌入拉回到B上，则

有

w′(ξ1 ⊕ ξ2) = w′(ξ1) ∪ w′(ξ2)

第四步 γ11 为 RP1上的典范线丛，取全空间 E(γ11)中长度小于等于 1的向量构成的集合，不
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3.3 存在性的证明

难看出它是一个Mobius带M，边界圆为 B。由于M 和 B分别为 E和 E ′的形变收缩核，有

H∗(M,B;Z2) ≈ H∗(E,E ′;Z2)

同时将 RP2赋予典范 CW复形结构，则有一个 2-细胞D2，且 RP2 −D2同胚于M，则由

切除定理

H∗(M,B;Z2) ≈ H∗(RP2, D2;Z2)

故可以自然地把 H1(E,E ′;Z2)嵌入到 H1(RP2;Z2)中，则基本同调类 H1(E,E ′;Z2)对应的像

只能与 H1(RP2;Z2)的生成元 α对应，则 Sq1(u) = u ∪ u与 Sq1(α) = α ∪ α 6= 0对应，则

w′
1(γ

1
1) = Φ−1Sq1(u) 6= 0

故得证。 □
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3.4 唯一性的证明

3.4 唯一性的证明

上一节中我们利用 Thom同构和 Steenrod平方构造了一个满足四条公理的 Stiefel-Whitney

类，本节中我们证明这是唯一的满足定义的类，主要思路是利用我们之前的讨论，把所有的

向量丛推到无穷 Grassmann流形 Gn上，这首先需要我们对 Gn的上同调环进行研究。

Theorem 3.6

♥Gn的上同调环 H∗(Gn;Z2)是由 w1(γ
n), · · · , wn(γ

n)在 Z2上生成的多项式代数。

证明 显然上式的右边包含于左边，则只需要对任意的 r 证明等式两边的 r 维群的秩相等即

可。

令 Cr 为所有的 r-上链，Zr 为所有的上边界，则

rank(Hr(Gn;Z2)) ≤ rank(Zr) ≤ rank(Cr)

上式的最右侧即为 Gn 的 CW复形结构中所有 r-细胞的个数，故 rank(Hr(Gn;Z2))至多

等于 r-细胞数，回顾命题1.5，为将 r分割为至多 n个正整数的和的方法。

另一方面，原命题的右边的 r维群中，对不同的非负整数序列 r1, r2, · · · , rn使得 r1+2r2+

· · ·+ nrn = r，有不同（这需要接下来证明的引理！）的单项式 wr1
1 (γn) · · ·wrn

n (γn)。对每组这

样的 r1, · · · , rn，取 rn, rn + rn−1, · · · , rn + rn−1 + · · ·+ r1中的非零项，我们得到一个将 r分割

为至多 n个正整数的和的方案，并不难验证满足条件的 r1, · · · , rn 与这样的分割是一一对应

的。故所有不同的 r次单项式个数恰好等于对应的分割数。

同样由下面将要证的引理，所有的这样的单项式是线性无关的，则原命题右边的 r 维群

的秩至少为这样的分割数。

由右边包含于左边，上述的不等式必须为等式，故H ∗ (Gn;Z2)的 r维群的秩与右边的多

项式代数的 r维群的秩相等，均为将 r分割为至多 n个正整数的方案数，故得证。 □
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3.4 唯一性的证明

证明中我们承认了如下的引理，在此补充叙述与证明。

Lemma 3.3

♥w1(γ
n), w2(γ

n), · · · , wn(γ
n)之间没有多项式关系。

证明 若 p(w1(γ
n), · · · , wn(γ

n)) = 0，其中 p为模 2系数的 n元多项式，则由命题1.4，任意仿

紧空间上的 n维向量丛 ξ，存在丛映射 g : ξ → γn，则由自然性

wi(ξ) = g∗(wi(γ
n))

则有

p(w1(ξ), w2(ξ), · · · , wn(ξ)) = g∗(p(w1(γ
n), · · · , wn(γ

n))) = 0

即对所有的 n维丛 ξ，wi(ξ)之间也有多项式关系。

但考虑 RP∞ 上的典范线丛 γ1，我们知道 H∗(RP∞;Z2) 是由 α 生成的多项式代数，且

w(γ1) = 1 + α。

则考虑 n次的笛卡尔积 X = RP∞ × · · · × RP∞，其上同调环 H∗(X;Z2)为 α1, · · · , αn生

成的多项式代数（上述生成元均为 1维的）。对丛的 n次笛卡尔积 ξ = γ1 × · · · × γ1，则 ξ 是

X 上的 n维丛。则有

w(ξ) = (w(γ1))n = (1 + α)n = (1 + α1)(1 + α2) · · · (1 + αn)

则 wi(ξ)是 i元基本对称多项式，显然所有的 wi(ξ)之间没有多项式关系，矛盾！故 wi(γ
n)

之间没有多项式关系。 □

借助上面的结果我们证明 Stiefel-Whitney类是唯一的。

Theorem 3.7

♥

存在唯一的对应 ξ 7→ w(ξ)将任意仿紧空间上的向量丛 ξ 对应于一列满足 Stiefel-Whitney

类定义的四条公理的上同调类。
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3.4 唯一性的证明

证明 我们已经证明了存在性。下证唯一性。假设存在两个这样的对应 ξ 7→ w(ξ)和 ξ 7→ w(ξ)，

则对 RP1上的典范线丛 γ11，有

w(γ11) = w(γ11) = 1 + α

将 γ11 嵌入到 RP∞上的典范线丛 γ1中，由自然性可知

w(γ1) = w(γ1) = 1 + α

再考虑 n次笛卡尔积 ξ = γ1 × γ1 · · · × γ1，有

w(ξ) = w(ξ) = (1 + α1) · · · (1 + αn)

则由命题1.4，存在丛映射 ξ → γn，再由定理3.6，H∗(Gn;Z2)可以单嵌入到 H∗(RP∞ ×

· · · × RP∞;Z2)中，则由自然性 w(γn) = w(γn)。

对任意仿紧空间上的 n维向量丛 η,再次使用命题1.4，存在丛映射 f : η → γn，则再次由

自然性:

w(η) = f ∗(w(γn)) = f ∗(w(γn)) = w(η)

则 w = w，唯一性得证。 □
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Chapter 4 实向量丛示性类理论的进一步应用

4.1 关于流形的法丛

M 是一个一个 n维光滑流形，且作为闭子集嵌入在 n+ k维黎曼流形 A中，接下来我们

讨论 M 在 A中的法丛的示性类。首先陈述如下的管状邻域定理（我们在微分流形课程中学

习过其特殊情况）：

Theorem 4.1 (管状邻域定理)

♥

存在M 在 A中的开邻域 U，使得 U 由映射 f 微分同胚于法丛的全空间，其中 f 将M

中的每个点 x映为 x处的非零法向量。这样的邻域 U 称为M 在 A中的管状邻域。

证明 这里我们只证明 M 是紧流形时的情形。记法丛的全空间为 E，则对任意的 ε > 0，

定义 E 的开子集 E(ε) = {(x, v) ∈ E : |v| < ε}。取 ε 使得在 E(ε) 上可以定义指数映射

Exp : E(ε) → A，则我们先证明对足够小的 ε，E(ε)被指数映射微分同胚地映为 A中包含M

的一个开集 Nε。

我们熟知指数映射 Exp是局部微分同胚，故只需要证对足够小的 ε > 0，Exp在 E(ε)上

是单射即可。

若结论不成立，则对任意的 i，存在E(1
i
)中的 (xi, vi) 6= (x′i, v

′
i)使得Exp(xi, vi) = Exp(x′i, v

′
i)。

则我们得到了一列点列 {(xi, vi)}，又由M 是紧的，可以找到同时收敛的子列（为了简便

不妨仍然以 i为下表） lim
i→∞

(xi, vi) = (x, 0)和 lim
i→∞

(x′i, v
′
i) = (x′, 0)，则

x = Exp(x, 0) = lim
i→∞

Exp(xi, vi) = lim
i→∞

Exp(x′i, v
′
i) = Exp(x′, 0) = x′

即 x = x′，但这与 Exp在 (x, 0)的一个足够小邻域内为微分同胚矛盾！



4.1 关于流形的法丛

则为了补全证明，只需要证 E(ε)与 E也是微分同胚的。这是显然的，想要的同胚可以如

下具体构造出来：

(x, v) 7→ (x,
v√

1− |v|2
ε2

)

则原命题得证。 □

在下面的讨论中我们均默认 M 被嵌入为 A 的闭子集，当 M 为紧流形时该条件自然成

立。

Proposition 4.1

♠

对M 在A中的法丛 ν（全空间为E），有上同调环之间的同构H∗(E,E ′;R) ≈ H∗(A,A−

M ;R)

证明 取 Nε同上。首先由切除定理

H∗(A,A−M ;R) ≈ H∗(Nε, Nε −M ;R)

则微分同胚 Exp : (E(ε), E ′(ε)) → (Nε, Nε −M) ⊂ (A,A−M)给出

H∗(E(ε), E ′(ε);R) ≈ H∗(A,A−M ;R)

再次由切除定理

H∗(E(ε), E ′(ε);R) ≈ H∗(E,E ′;R)

则结合上式得证。 □

Remark可以说明上述命题中的同构与 A的黎曼度量结构选取是无关的。

则现在取 E的 Z2系数 Thom类，则由上述命题，它对应于一个上同调类 u′ ∈ Hk(A,A−

M ;Z2)。如果法丛 ν 是可定向的，则将系数取为 Z。
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4.1 关于流形的法丛

Definition 4.1

♣

上述的 u′ ∈ Hk(A,A−M ;R)在自然同态下Hk(A;R)中的像被称为 k余维子流形M 的

R-系数对偶上同调类。

对偶上调类与法丛的最高维 Stiefel-Whitney类、Euler类（如果可定向）之间有着如下的

关系。

Theorem 4.2

♥

Z2 系数的对偶上同调类在限制同态 Hk(A;Z2) → Hk(M ;Z2) 中的像为法丛 ν 的 k 维

Stiefel-Whitney类 wk(ν)。

若 ν 是可定向的，则 Z系数的对偶上同调类在限制同态 Hk(A;Z) → Hk(M ;Z)中的像

为法丛 ν 的 Euler类 e(ν)。

证明 定义 s : M → E 是法丛 ν 的非零截面，诱导映射 s∗ : H∗(E;Z2) → H∗(M ;Z2)，则

取 Z2 系数的 Thom 类 u，s∗(u|E) ∈ Hk(M ;Z2)。事实上它等于 wk(ν)：记 Φ 为 Thom 同构：

Hk(M ;Z2) → H2k(E,E ′;Z2)，则

s∗(u|E) = Φ−1(π∗(s∗(u|E)) ∪ u) = Φ−1((u|E) ∪ u) = Φ−1(u ∪ u) = Φ−1Sqk(u) = wk(ν)

再用 (Nε, Nε −M)代替 (E,E ′)，则自然同态 Hk(Nε, Nε −M ;Z2) → Hk(M ;Z2)将 u对

应的类映成 wk(ν)，则得证。

Z系数的情形需要如下引理。

Lemma 4.1

♥自然同态 f : Hk(M ;Z) → Hk(M ;Z2)将 e(ν)映为 wk(ν)。

证明 取 u为 Z系数 Thom类，则同上

e(ν) = Φ−1(π∗(e(ν)) ∪ u) = Φ−1((u|E) ∪ u) = Φ−1(u ∪ u)

38



4.1 关于流形的法丛

则

f(e(ν)) = Φ−1(f(u ∪ u)) = Φ−1(u ∪ u) = wk(ν)

最后一步来自于 Z2情形下的证明。

在承认上述引理的情况下，Z系数的情形与 Z2系数的情形完全一致，只需要在证明过程

中留意 f 的作用即可，细节在此省略。 □

在 3.2 节中我们处理了流形浸入到欧氏空间的问题，这里上述定理向我们为流形的嵌入

问题提供了判据：

Corollary 4.1

♥

若 n维流形M 能够光滑嵌入为 Rn+k 的闭子集，则对其法丛 ν，有 wk(ν) = 0。在可定

向的情况下 e(ν) = 0。

Remark由Whitney对偶定理，wk(νk) = wk(τM)，则上述推论可以叙述为：若 wk(τM) 6= 0，则

M 不可以光滑嵌入为 Rn+k 的闭子集。

Example 4.1再次考察 RPn 的例子，由上可知它不可以光滑嵌入到 R2n−1 中，则这告诉我们

Whitney强嵌入定理中的维数是最佳的。

39



4.2 关于流形的切丛

4.2 关于流形的切丛

设M 为黎曼流形，则我们赋予M ×M 乘积流形的典范黎曼度量。我们知道对角线嵌入

4 : x 7→ (x, x)将M 嵌入为M ×M 的闭子集。显然M 在M ×M 中的法丛 ν 与M 的切丛

τM 是同构的。

Proposition 4.2

♠

τM 的任何一个定向为M 提供了一种定向。反之，M 的任何一个定向也为 τM 提供一种

定向。

证明 M 可定向是指存在 µx ∈ Hn(M |x;Z)(∀x)满足局部相容性条件：∀x ∈ M，存在 x的一

个 n-细胞邻域，使得对任意 y ∈ N，自然同态

Hn(M |x;Z) → Hn(M |N ;Z) → Hn(M |y;Z)

将 µx映为 µy。

类似地，τM 可定向是指存在 µ′
x ∈ Hn(TxM |0;Z)(∀x)满足局部相容性条件：∀x ∈M，存

在 x的一个 n-细胞邻域，使得对任意 y ∈ N，自然同态

Hn(TxM |0;Z) → Hn(TN |N × 0;Z) → Hn(TyM |0;Z)

将 µ′
x映为 µ′

y。

由命题4.1（为什么？），有 Hn(M |x;Z)与 Hn(TxM |0;Z)同构。则不难有 {µx}满足局部

相容性与 {µ′
x}满足相容性等价。 □

再次回到M 的对角线嵌入，由命题4.1，我们有与法丛的 Thom类对应的类 u′ ∈ Hn(M ×

M,M×M−4(M);Z2),且由定理4.2，u′在4(M) ≈M 上的限制为 Stiefel-Whitney类wn(ν) =

wn(τM)。若法丛可定向则可以取 Z系数，则 u′的限制为 Euler类 e(ν) = e(τM)。
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4.2 关于流形的切丛

为了简单起见，下面我们省略上同调群的系数 R（若可定向则取为 Z，否则取为 Z2），且

我们记M 在M ×M 中的对偶上同调类为 u′′。下面我们讨论 u′和 u′′的一些性质。

Proposition 4.3

♠

首先取定一组 R-定向 µx ∈ Hn(M |x)，其中 〈µx, µx〉 = 1。

同时定义标准嵌入 jx : (M,M − x) → (M ×M,M ×M −4(M)), y 7→ (x, y)，则对任意

x ∈M，有 j∗x(u
′) = µx。

证明 由命题4.1的证明，对任意 x ∈M 和 0在 TxM 中的小邻域 N，考虑嵌入

f : (N,N − 0) → (M ×M,M ×M −4(M)), v 7→ (Exp(x,−v), Exp(x, v))

它的诱导映射将 u′映为 Hn(N |0) ≈ Hn(TxM |0)的对应生成元。

同时又由于有同伦 ft : (v, t) 7→ (Exp(x,−tv), Exp(x, v))，故可以将上面的嵌入换成 g :

v 7→ (x,Exp(x, v))。

又Exp : (N,N−0) → (M,M−x)诱导了命题4.2中的同构Hn(TxM |0;Z) ≈ Hn(M |x;Z))，

且 g = jx ◦ Exp，则 j∗x(u
′) = µx。 □

Lemma 4.2

♥对任意 a ∈ H∗(M)，有 (a× 1) ∪ u′′ = (1× a) ∪ u′′

证明 Nε为4(M)的管状邻域，则显然 Nε为4(M)的形变收缩核。定义 pi为M ×M 向第

i个分量的投影。由于 p1|△(M) = p2|△(M)，则 p1|Nε 与 p2|Nε 同伦。

则对限制同态 i∗ : H i(M ×M) → H i(Nε)，有 i∗(a× 1) = i∗(p∗1(a)) = i∗(p∗2(a)) = i∗(1×a)。

则由交换同态：

H i(M ×M) H i(Nε)

H i+n(M ×M,M ×M −4(M)) H i+n(Nε, Nε −4(M))

∪u′ ∪u′|(Nε,Nε−△(M))

≈
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4.2 关于流形的切丛

则立即有 (a× 1) ∪ u′′ = (1× a) ∪ u′′。 □

下面我们用另一个方法来探讨庞加莱对偶定理。首先我们需要代数拓扑中的 Slant乘积的

概念。这里我们为了方便只讨论上同调系数为域的特殊情形，更一般的理论可以参考 Spanier

的《Algebraic Topology》第六章。

在 X 和 Y 为有限维复形且上同调系数为域的时候有

H∗(X × Y ) ≈ H∗(X)⊕H∗(Y )

则我们定义一个同态

H∗(X)⊗H∗(Y )⊗H∗(Y ) → H∗(X), a⊗ b⊗ β 7→ a〈b, β〉

再用 H∗(X × Y )代替 H∗(X)⊗H∗(Y )，则定义了

H∗(X × Y )⊗H∗(Y ) → H∗(X), p⊗ b 7→ p/b

则运算 ′/′称为 Slant乘积。由定义它满足 (a× b)/β = a〈b, β〉。同时对固定的 β ∈ H∗(Y ),同态

p 7→ p/β 具有左 H∗(X)-线性性：

((a× 1) ∪ p)/β = a ∪ (p/β)

为了证明对偶定理，我们先需要一个引理：

Lemma 4.3

♥

设M 是紧的，且有基本同调类 µM ∈ Hn(M)，则对角嵌入的对偶上同调类 u′′ ∈ Hn(M×

M)满足关系 u′′/µM = 1 ∈ H0(M)。

证明 首先有典范的交换图表

Hn(M ×M) H0(M)

Hn(x×M) H0(x)

/µM

/µM

42



4.2 关于流形的切丛

左侧的映射将 u′′ 映为 1× i∗x(u
′′)，其中 ix : M → M ×M 为典范嵌入。由 (a× b)/µM =

a〈b, µM〉可知 (u′′/µM)|x = 1× 〈i∗x(u′′), µM〉|x ∈ H0(x)。

又由基本同调类 µM 的定义，µM 在自然同态 Hn(M) → Hn(M |x)下的像为 µx。再考虑

如下的映射

M (M,M − x)

M ×M (M ×M,M ×M −4(M))

⊂

ix jx

⊂

有 〈i∗x(u′′), µM〉|x = 〈j∗x(u′)|M,µM〉|x = 〈j∗x(u′), µx〉，由命题 4.3有 〈i∗x(u′′), µM〉|x = 1(∀x)。

于是有

(u′′/µM)|x = 1 ∈ H0(x)(∀x)

则由唯一性定理 u′′/µM = 1 ∈ H0(M)。 □

借助如上的引理，我们可以证明如下的对偶定理。

Theorem 4.3 (对偶定理)

♥

M 是一个紧流形，则对 H∗(M)的任意一组基 b1, · · · , br，存在一组对偶基 b#1 , · · · , b#r ∈

H∗(M)，使得 〈bi ∪ b#j , µM〉 = δij。且此时对角嵌入的对偶上同调类为

u′′ =
r∑

i=1

(−1)dimbibi × b#i

证明 首先由 Kunneth公式

H∗(M ×M) ≈ H∗(M)⊗H∗(M)
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4.2 关于流形的切丛

则存在 ci ∈ H∗(M), dimbi + dimci = n，使得

u′′ = b1 × c1 + · · ·+ br × cr

应用等式

a = a ∪ (u′′/µM) = ((a× 1) ∪ u′′)/µM = ((1× a) ∪ u′′)/µM

代入 u′′的展开式即有

a = ((1×a)∪
r∑

i=1

bi×ci)/µM =
r∑

i=1

(−1)dima·dimbi(bi×(a∪ci))/µM =
r∑

i=1

(−1)dima·dimbibi〈a∪ci, µM〉

则取 a = bj，有 (−1)dimbi·dimbj〈bj ∪ ci, µM〉 = δij，则取 b#i = (−1)dimbici即可。 □

利用对偶定理我们可以得到关于欧拉示性数的有关结论。首先回忆欧拉示性数的定义：

χ(M) =
∑

(−1)krankHk(M) =
∑

(−1)k#{k−cell}

关于流形欧拉示性数和流形切丛的示性类之间有如下的关系

Proposition 4.4

♠

M 是一个紧的可定向流形，则对 Z系数的基本同调类 µM，有 〈e(τM), µM〉 = χ(M)。

对应地，若 M 不可定向，则对 Z2 系数的基本同调类 µM，有 〈wn(τM), µM〉 ≡ χ(M)

mod 2。

证明 可定向的情况下，由定理4.2我们知道

e(τM) = 4∗(u′′)

再代入定理4.3可知

e(τM) =
∑

(−1)dimbibi ∪ b#i
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4.2 关于流形的切丛

则

〈e(τM), µM〉 =
∑

(−1)dimbi〈bi ∪ b#i , µM〉 =
∑

(−1)dimbi = χ(M)

系数为 Z2的情形基本一致，在此省略。 □
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4.3 吴文俊公式

Lemma 4.4

♥若M 是紧光滑流形，则有公式 wi(τM) = Sqi(u′′)/µM

证明 u为 Thom类，则由 Stiefel-Whitney类的构造可知

Sqi(u) = π∗(wi) ∪ u

则由命题4.1给出的同构 H∗(E,E ′) ≈ H∗(M ×M,M ×M − 4(M))，再限制在 H∗(M ×M)

上，即得

Sqi(u′′) = (wi × 1) ∪ u′′

再次利用 Slant乘积的左线性性，即

wi = wi ∪ (u′′/µM) = ((wi × 1) ∪ u′′)/µM = Sqi(u′′)/µM

则得证。 □

Remark上述引理告诉我们如果两个流形是同伦等价的，则它们的 Stiefel-Whitney类相同：因

为由对偶定理 u′′由流形的上同调群和基本同调类决定，而这两者是具有同伦不变性的。

事实上，吴文俊给出了用 Z2系数上同调环和 Steenrod平方显式表达的 Stiefel-Whitney类

公式。

首先考虑可加同态:Hn−k(M ;Z2) → Z2, x 7→ 〈Sqk(x), µM〉，再由对偶定理，存在 vk ∈

Hk(M)，使得

〈vk ∪ x, µM〉 = 〈Sqk(x), µM〉(∀x)
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则我们可以定义总吴类如下：

v = 1 + v1 + v2 + · · ·+ vn ∈ H
∏
(M ;Z2)

其中 vk 如上。则 v可以由 〈v ∪ x, µM〉 = 〈Sq(x), µM〉刻画。

Theorem 4.4 (吴文俊公式)

♥

w(τM) = Sq(v)，具体地

wk(τM) =
∑
i+j=k

Sqi(vj)

证明 取 H∗(M ;Z2)的一组基 b1, · · · , br 和对偶基 b#1 , · · · , b#r ，则任意 x ∈ H
∏
(M ;Z2)，有

x =
r∑

i=1

bi〈x ∪ b#i , µM〉

则取 x = v即有

v =
r∑

i=1

bi〈v ∪ b#i , µM〉 =
r∑

i=1

bi〈Sq(b#i ), µM〉

再作用以 Steenrod平方有

Sq(v) =
r∑

i=1

Sq(bi)〈Sq(b#i ), µM〉 =
r∑

i=1

(Sq(bi)× Sq(b#i ))/µM = Sq(u′′)/µM = w

故原式得证。 □

下面我们用一些例子来说明吴文俊公式的应用。首先吴文俊公式能够帮助我们计算某些

特殊流形的 Stiefel-Whitney类

Proposition 4.5

♠

设M 是一个紧流形，且其上同调环H∗(M ;Z2)是由一个元素 a ∈ Hk(M ;Z2)生成的，则

H∗(M ;Z2)有基 {1, a, · · · , am}，dimM = km。则此时

w(τM) = (1 + a)m+1 = 1 +

(
m+ 1

1

)
a+ · · ·+

(
m+ 1

m

)
am
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4.3 吴文俊公式

证明 首先对 0 < i < k，有 Sqi(a) ∈ Hk+i(M ;Z2) = {0}，故

Sq(a) = Sq0(a) + Sqk(a) = a+ a2

则有

Sqi(a) = (a+ a2)i = ai(1 + a)i

故自然有 〈Sq(ai), µM〉 =
(

i
m−i

)
，又由吴类的定义

〈Sq(ai), µM〉 = 〈v ∪ ai, µM〉

则有

v =
∑(

i

m− i

)
am−i =

∑(
m− j

j

)
aj

再由吴文俊公式，有

w = Sq(v) =
∑(

m− j

j

)
Sq(aj)

则由该表达式可以看出 w 的表达式与 k 无关，则只需考虑 k = 1 的情况。这与 RPm 的总

Stiefel-Whitney类的计算完全一致，故也为 (1 + a)m+1。 □

Example 4.2取M = Sk，则m = 1，由上述命题 w(Sk) = (1+a)2 = 1，同样对 RPm也是如此。

对于三维流形，我们有一个不平凡的结论：

Theorem 4.5

♥紧三维流形的所有 Stiefel-Whitney数均为 0。

证明 三维流形的所有 Stiefel-Whitney数为 w3
1[M ], w1w2[M ], w3[M ]，一一计算它们即可。

首先

w1(M) = Sq1(v0) + Sq0(v1) = v1
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4.3 吴文俊公式

其次由于 ∀x ∈ H1(M ;Z2)有 Sq2(x) = 0，由吴类的定义

〈v2 ∪ x, µM〉 = 〈Sq2(x), µM〉

故 v2 = 0，则

w2(M) = Sq2(v0) + Sq1(v1) + Sq0(v2) = w2
1

又由于M 是紧奇数维流形，则 χ(M) = 0，结合命题4.4可知 w3(M) = 0。

则回到上面的三个 Stiefel-Whitney数，w3[M ] = 0，而 w3
1[M ] = v31 = w1w2[M ]，另一方面

〈w1 ∪ w2, µM〉 = 〈v1 ∪ w2, µM〉 = 〈Sq1(w2), µM〉 = 〈Sq1(w2
1), µM〉 = 0

则 w1 ∪ w2 = 0，故所有 Stiefel-Whitney数为 0。 □
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4.4 障碍理论

4.4 障碍理论

Stiefel 和 Whitney 最开始研究示性类理论的目的就是寻找某些不相关向量场的存在性的

障碍，在前面我们已经接触过了几个示性类作为拓扑障碍的例子，这一节我们更系统地探讨

障碍理论，并给出障碍类的定义。

令 ξ 为底空间 B（此处不妨设 B 有 CW复形结构）上的 n维实向量丛，对每个纤维 F，

Stiefel流形 Vk(F )定义为 F 中所有 k-标架的全体构成的集合。令 Vk(F )为每点处的纤维，则

得到一个新向量丛，记作 Vk(ξ)。则不难看出 Vk(ξ)的一个非零截面就是 ξ 的 k个处处无关的

截面构成的有序组。

Steenrod定义了第一障碍类为Hn−k+1(B; πn−kVk(F ))中的元素，使得 Vk(ξ)在 B的 (n−

k + 1) 骨架上存在截面当且仅当第一障碍类为 0。（具体构造可参考 Hatcher 的《Algebraic

Topology》4.3节“障碍理论”有关内容）

令 j = n − k + 1，用记号 oj ∈ Hj(B; πj−1Vn−j+1(F ))代表第一障碍类。Steenrod证明了

对任意的 j，均存在唯一的非平凡同态 h : πj−1Vn−j+1(F ) → Z2，则我们有诱导的上同调类

h∗oj(ξ) ∈ Hj(B;Z2)。

Theorem 4.6

♥h∗oj(ξ) = wj(ξ)。

证明 考虑无穷 Grassmann流形 Gn上的典范丛 γn，由定理3.6，存在某个 n元多项式 fj，使

得

h∗oj(γ
n) = fj(w1(γ

n), · · · , wn(γ
n))

再由自然性

h∗oj(ξ) = fj(w1(ξ), · · · , wn(ξ))
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4.4 障碍理论

又等式左边是一个维数不超过 n的上同调类，故 fj 可以写为

fj(w1, · · · , wn) = f ′(w1, · · · , wj−1) + λwj

其中 f ′ = f ′
j,n是一个多项式，λ = λn,j 为 0或 1。

考虑 Gj−1上的 n维丛 η = γj−1 ⊕ εn−j+1，则自然有 oj(η) = 0，则

0 = f ′(w1(η), · · · , wj−1(η)) + λwj(η)

= f ′(w1(γ
j−1), · · · , wj−1(γ

j−1)) + λwj(γ
j−1)

= f ′(w1(γ
j−1), · · · , wj−1(γ

j−1))

又 w1(γ
j−1), · · · , wj−1(γ

j−1)无多项式关系，则 f ′ = 0。

再证明 λj,n = 1，这里只证明 j = n的情形，j < n的情形下，先Whitney和上一个 εn−j

再利用同样的方法可以证明。

记 ξ = γn1 为 γn 在 Gn(Rn+1)上的限制。将 Gn(Rn+1)与 RPn 等同，则 ξ 将 Sn 上的每组

对径点 {u,−u}赋予了 Rn+1中 u的正交补作为纤维。

取 ξ的一个截面 {u,−u} 7→ u0 − (u0 · u)u，则该截面在 {u0,−u0}以外处处非零。则我们

取 u0 为 RPn 的 n-细胞的中心点，则我们得到了 ξ 在 (n − 1)-骨架上的 1个非零截面，也即

V1(ξ)在 (n− 1)-骨架上的截面。

则障碍类赋予 n细胞以 πn−1V1F ≈ Z的生成元，则 h∗on(ξ) 6= 0，故 λn,n = 1，得证。□

下面我们主要的目标是建立欧拉类与障碍类之间的联系，这需要一些前置的准备。首先

回忆我们之前为可定向丛建立的 Gysin序列（见2.5）：

· · · → H i−n(B;Z) ∪e−→ H i(B;Z) π′∗
−→ H i(E ′;Z) → H i−n+1(B;Z) → · · ·

对不可定向的情况，我们只能取 Z2系数，并考虑用 Stiefel-Whitney类代替 Euler类：

考虑 B的二重覆叠 B̃ → B,则构建 B上的线丛 ξ如下：全空间为 E(ξ) = B̃ ×R将 (x, t)
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4.4 障碍理论

和 (x′,−t)视为等价得到的空间，其中 x, x′ 为 B 中某点的两个原像，则 B̃ 是 E ′ 的形变收缩

核。利用与可定向情形完全一样地方法，我们可以得到如下不可定向情形的 Gysin序列

Proposition 4.6

♠

对任意的二重覆叠 B̃ → B，存在如下正合列

· · · → Hj−1(B;Z2)
∪w1(ξ)−−−−→ Hj(B;Z2) → Hj(B̃;Z2) → Hj(B;Z2) → · · ·

在研究 Stiefel-Whitney类时我们讨论了 Grassmann流形与万有丛，这里在 Euler类的情况

下，我们研究所谓的定向 Grassmannn流形和定向万有丛。

记 G̃n(Rn+k)为 Rn+k 的定向 n维超平面全体，令 k → ∞则有无穷定向 Grassmann流形

G̃n。Gn上的万有丛 γn提升到 G̃n上得到的定向 n-平面丛称为定向万有丛，记为 γ̃n。

Theorem 4.7

♥上同调环 H∗(G̃n;Z2)是由 w2(γ̃n), · · · , wn(γ̃n)生成的 Z2系数多项式代数。

证明 与定理3.6类似，此处省略。 □
Corollary 4.2

♥对任意仿紧空间上的可定向向量丛 ξ,有 w1(ξ) = 0。

证明 由上述定理，H1(G̃n;Z2) = 0，则必然有 w1(γ̃n) = 0，再由自然性立即得证。 □

则现在对一个 n维可定向向量丛 ξ，考虑其最高维第一障碍类

on(ξ) ∈ Hn(B; πn−1V1F )

其中

πn−1V1(F ) ≈ πn−1(F − {0}) ≈ Hn−1(F − {0};Z) ≈ Z

也即 oξn ∈ Hn(B;Z)，进而我们有
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Theorem 4.8

♥ξ为一个 CW复形上的可定向 n维向量丛，则 on(ξ) = e(ξ)。

证明 考虑投影 π′ : E ′ → B，则可以在 E ′上定义拉回丛 π′∗ξ，且显然这个丛有非零截面，故

π′∗on(ξ) = on(π
′∗ξ) = 0

再由可定向的 Gysin序列

H0(B;Z) ∪e(ξ)−−−→ Hn(B;Z) π′∗
−→ Hn(E ′;Z)

则 on(ξ) ∈ Ker(π′∗) ⊂ Im(∪e)，故存在 λ ∈ H0(B;Z)使得 on(ξ) = λ ∪ e(ξ)。

特别地，对 γ̃n，存在 λn ∈ Z使得 on(γ̃n) = λne(γ̃n)，再由自然性，对一般的可定向 n维

丛 ξ有 on(ξ) = λne(ξ)。

将系数拉到 Z2上,由定理4.4则有 wn(γ̃n) = λwn(γ̃n)，也即 λ为奇数。

若 n为奇数，由命题2.2,有

on(ξ)− e(ξ) = (1− λn)e(ξ) = 0

若 n为偶数，取 τ 为 Sn的切丛，则由命题4.4，有

〈e(τ), µSn〉 = χ(Sn) = 2

Steenrod同样证明了 〈on(τ), µSn〉 = 2，则只能 λ = 1，故得证。 □

下面给出了一个第二 Stiefel-Whitney 类作为拓扑障碍的例子，该例子在后面讨论旋量丛

的时候会使用到，首先定义旋量群：

Definition 4.2

♣

旋量群Spin(n)是 SO(n)的二重覆叠，使得存在如下短正合列

1 → Z2 → Spin(n) → SO(n) → 1
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我们有如下命题：

Proposition 4.7

♠

M 为m维的闭定向流形，赋予 Riemann度量 gTM，则任意的M，记 Fx(M)为 TxM 的

所有标准正交基 σ = (e1, · · · , em)构成的集合，并令 F(M) = ∪x∈MFxM。

π : F(M) →M 自然形成丛结构，并且带有 SO(m)的自由、可迁的右作用，故称 F(M)

上有 SO(m)-主丛结构，并称 F(M)为M 的定向标架丛。

我们有 SO(n)-主丛 F(M)可以提升为 Spin(n)-主丛当且仅当 ω2(M) = 0。

证明 这里给出该命题的大致证明，细节可以参考 Steenrod的《The Topology of Fiber Bundles》。

如果有上面的提升，则有如下的 Leray-Serre谱序列（有关内容参考 Bott的《Differential

Forms in Algebraic Topology》）

0 → H1(M ;Z2) → H1(F(M);Z2) → H1(SO(m);Z2)
f−→ H2(M ;Z2)

旋量的提升的存在性来自于 H1(F(M);Z2)中限制在每一个纤维上均为 H1(SO(m);Z2) = Z2

中的生成元 θ的元素，故由正合列，旋量提升的存在性等价于 f(θ) = 0。然而可以验证 f(θ)

符合 Stiefel-Whitney类的四条公理，故 f(θ) = ω2(M)，故原命题得证。 □

作为本章的结束，我们来看一个综合运用吴文俊公式和障碍理论的例子

Theorem 4.9 (Stiefel)

♥任意紧的可定向三维流形M 是可平行化的。

证明 在定理4.5中我们已经利用吴文俊公式证明了 w3(M) = 0, w2(M) = w2
1(M)。再由推

论4.2可知，w1(M) = 0，故M 的所有 Stiefel-Whitney类均为 0。

同时 π1V2(F ) = π1V2(R3) = π1SO(3) = π1RP3 = Z2，故由定理4.4，有 o2(M) = w2(M) =

0。
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则我们得到了M 的二维骨架上的 V2(τM)的一个截面，也即 τM 在二维骨架上的两个无关

的截面。又由

π2V2(F ) = π2V2(R3) = π2SO(3) = 0

故这个 V2(τM)的截面可以延拓到整个M 上，也即 τM 在M 上有两个无关截面，则 τM 有二

维的平凡子丛 ξ，则 ξ关于 τM 的正交补也是平凡的，故 τM 是平凡的。 □

Remark事实上上述的紧性条件还可以去掉，其证明需要流形的 Spin结构有关知识，可以参

考 Robion C. Kirby的《The Topology of 4-Manifolds》。
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Chapter 5 陈类与 Pontrjagin类

这一章我们讨论复向量丛的示性类理论以及它与实向量丛理论之间的联系。首先给出复

向量丛的有关基本定义

5.1 复向量丛与复流形

复向量丛的定义与实向量丛定义完全类似

Definition 5.1

♣

对一个拓扑空间 B 上的纤维丛 ω : F → E
π−→ B，如果纤维 F 为 n维复向量空间，则称

ω为复向量丛（或称为 Cn丛）。此外，若局部平凡化映射均为全纯的，则称为全纯丛。

在实向量丛的研究中我们赋予了自然的欧氏结构，而对复向量丛而言，相对应地我们需

要对应 Hermite结构。

Definition 5.2
复向量丛 ω(B,E)上的Hermite度量是指一系列映射 hb : Fb(ω) × Fb(ω) → C(∀b ∈ B)，

满足

（1）hb是半双线性的，即对 ∀b ∈ B, λ, µ ∈ C, x, y, z, w ∈ Fb(ω)

hb(x+ y, z + w) = hb(x, z) + hb(x,w) + hb(y, z) + hb(y, w)

和

hb(λx, µy) = λµhb(x, y)



5.1 复向量丛与复流形

♣

（2）hb是共轭对称的，即 ∀b ∈ B, x, y ∈ Fb(ω)

hb(x, y) = hb(y, x)

（3）hb是正定的，即对 ∀b ∈ B, x ∈ Fb(ω)

hb(x, x) > 0

利用在 1.1节介绍的方法我们也可以利用已有的复向量丛构造新的复向量丛。除此之外，

我们也可以通过赋予 2n维实向量丛以复结构来得到复向量丛。

Definition 5.3

♣

2n维实向量丛 ξ上的复结构是指一个连续映射 J : E(ξ) → E(ξ)，它把每一个纤维实线

性地映成自身，且满足

J(J(v)) = −v, ∀v ∈ E(ξ)

设 2n维实向量丛 ξ上有复结构，则在每个纤维 Fb(ξ)上定义复数与向量的乘法

(x+ iy)v = xv + J(yv), ∀x, y ∈ R

则可以验证这在纤维 Fb(ξ)上定义了复向量结构，且满足局部平凡化条件。

反之，给定了 n维复向量丛 ω，自然地将每个纤维视为实向量空间，则得到一个 2n维实

向量丛，记作 ωR。

复结构能够为实向量丛赋予定向结构。

Proposition 5.1

♠若 ω是复向量丛，则 ωR是可定向的。

证明 若 V 是一个有限维复向量空间，取其 C基 a1, · · · , an，则 a1, ia1, · · · , an, ian构成 VR的
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5.1 复向量丛与复流形

一组基。这一组有序的基能够决定 VR的定向。由于 V 的所有复基可以用 GL(n,C)中的一条

道路连接，则改变复基的选取不影响定向，也即上述定向的选取与基的选取无关。

对 ω的每一个纤维进行如上定向的选取，自然在每一个小邻域中可以得到一组连续变化

的定向。则我们只需验证在两个平凡化邻域相交的部分两组定向相容即可。

相交处两个复基之间的坐标变换给出了 GL(n,C)的一个截面。若将复基下变换矩阵记作

A，再把坐标变换在上述的实基下的矩阵记作 AR，有

detAR = (detA)2 > 0

故相交处的坐标变换具有正的行列式，故不改变定向，则相容性得到验证。 □

最重要的复向量丛的例子就是复流形的切丛，这里我们给出复流形的概念。首先我们考

虑 Cn的子集。

Example 5.1 U 是 Cn的开子集，切丛为 τU，切丛的全空间 TU = U ×Cn，其上自然有复结构

J0(u, v) = (u, iv)(∀u ∈ U, v ∈ Cn)

现在对另一个 U ′ ∈ Cm 是开子集，和一个光滑映射 f : U → U ′。我们可以定义其切映射

dfu : TUu → TU ′
f(u)，这自然是一个实线性映射。如果它还是复线性的，也即

df ◦ J0 = J0 ◦ df

则称 f 是全纯的（也称复解析的）。

上述讨论中复结构与切映射交换的现象就是我们这里对全纯的刻画，可以帮助我们定义

复流形。
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Definition 5.4

♣

一个 2n维实流形M，若其切丛上有复结构 J，则称M 为近复流形，记作 (M,J)，J 称

为M 上的近复结构。

一个近复流形 (M,J)成为复流形，若在每一点 x ∈M，都存在 x的一个邻域 U 和 Cn中

的一个开集 V，使得存在一个微分同胚 h : U → V，且满足

dh ◦ J = J0 ◦ dh

由命题5.1，复流形均是可定向的。

关于判定一个近复流形是否是复流形有如下的定理

Theorem 5.1 (Newlander-Nirenberg)

♥

近复流形M 上的近复结构 J 能够给出复结构当且仅当 Nijenhuis(2,1)-张量 NJ 为 0，其

中

NJ(v, w) = [v, w] + J([Jv, w]) + J([v, Jw])− [Jv, Jw](v, w ∈ TxM)

利用和实流形类似的语言也可以验证复流形：若存在M 的覆盖 {Uα}，对每个 α都存在

对应的 Cn中的开集 Vα和微分同胚 hα : Uα → Vα，若还有对任意的 α, β，有

hβ ◦ h−1
α : hα(Uα ∩ Uβ) → hβ(Uα ∩ Uβ)

作为 Cn的两个开集之间的映射是全纯的，则M 上有复结构。

而两个复流形 (M,JM)和 (N, JN)之间的映射 f 称为全纯的，则是指

df ◦ JM = JN ◦ df

与复分析中的最大模原理类似地，我们有如下的命题

Proposition 5.2

♠对连通的紧复流形M，若 f :M → C是全纯的，则 f 是常数。
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5.1 复向量丛与复流形

证明 M 紧，故存在 x0 ∈ M 使得 |f(x0)|取得最大值，记 a = f(x0)，则自然 f−1(a)是闭的。

利用M 连通，只需证 f−1(a)是开的即可。

任意的 x ∈ f−1(a)，取其坐标邻域 (U, φ)，则有

g = f ◦ φ−1 : φ(U) → C

是 φ(U)上的全纯函数，且 φ(U)是开的。但 |g(φ(x))| = max
y∈U

|f(y)| = max
z∈ϕ(U)

|g(u)|。

由最大模原理，g为常数，故 f 在 U 上为常数，则 U ⊂ f−1(a)，故 f−1(a)是开的，则原

命题得证。 □

由于对复流形M，我们在 TM 上赋予了一个映射 J 使得 J2 = −Id,对复化的切丛 TCM，

我们也可以自然地延拓 J 的定义：J(aX) = aJ(X)(a ∈ C)。对 TM 的对偶丛，也即余切从

T ∗M ,也可以如下定义 J :

(Jθ)(X) = θ(JX)(θ ∈ T ∗M,X ∈ TM)

同样也可以在复化的余切从 T ∗
CM = ∧1

CM 上定义 J 如上。

不难看出对所有如上的拓展定义，仍然有 J2 = −Id，故关于 J 有特征值 ±
√
−1。

记 TCM 中对应特征值
√
−1(−

√
−1)的特征空间记为 T 1,0(M)(T 0,1M)，TCM 中对应特征

值
√
−1(−

√
−1)的特征空间记为 T 1,0(M)(T 0,1M)，∧1

CM 中对应特征值
√
−1(−

√
−1)的特征

空间记为 ∧1,0(M)(∧0,1M)。

则显然有 TCM = T 1,0M ⊕ T 0,1M 且 T 1,0M = T 0,1M，和 ∧1
CM = ∧1,0(M) ⊕ ∧0,1M 且

∧1,0M = ∧0,1M。

更一般地，令 ∧k
CM = {θ1∧· · ·∧θk : θi ∈ ∧1

CM},∧p,qM = ∧1,0M ∧· · ·∧(∧1,0M)∧(∧0,1M)∧

· · · (∧0,1M)，其中 p个 ∧1,0M 项，q个 ∧0,1M 项。称 ∧p,qM 中的形式为 (p, q)形式。

利用定理5.1不难验证如下的推论成立：
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Corollary 5.1

♥

(M,J)为一近复流形，则以下命题等价：

(1) J 给出了M 上的复结构。

(2) T 0,1M 是可积的。

(3) dΓ(∧1,0M) ⊂ Γ(∧2,0M ⊕ ∧1,1M)

(4)dΓ(∧p,qM) ⊂ Γ(∧p,q+1M ⊕ ∧p+1,qM)
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5.2 陈类

与实的情形相同地，我们也可以定义复 Grassmann 流形 Gn(Cn+k)，同样可以验证它是

nk 维复流形。此外也可以定义 Gn(Cn+k) 上的典范线丛 γn(Cn+k)，特别地，若 n = 1，则

G1(Ck+1) = CPk，并记 γ11 为 CP1上的典范线丛。

与 Stiefel-Whitney相同地，我们通过公理化的方式来定义陈类。

Definition 5.5

♣

对每一个 n维复向量丛 ω都对应着一列上同调类 ci(ω) ∈ H2i(B(ω),Z)(i = 1, 2, · · · )，被

称为 ξ的陈类，其中 ci(ω)(i = 0, 1, 2, · · · )满足如下公理：

（1）c0(ω) = 1 ∈ H0(B(ω),Z)，且 ci(ω) = 0(i > n)

（2）f : B(ω) → B(ω′)来自于丛映射 ω → ω′，则 ci(ω) = f ∗(ci(ω
′))

（3）若 ω和 ω′有相同的底空间，则

ck(ω ⊕ ω′) =
k∑

i=0

ci(ω) ∪ ck−i(ω
′)

（4）对 CP1上的典范线丛 γ11，有 c1(γ
1
1) 6= 0。

依旧与研究 Stiefel-Whitney时一样地，定义总陈类为

c(ω) = 1 + c1(ω) + · · ·+ cn(ω) ∈ H
∏
(B;Z)

接下来我们就要构造符合上面四条公理的陈类。

首先对 n维复向量丛 ω(E,B)，定义 E0 = E − {0}，则我们在 E0上定义 n− 1维复向量

丛 ω0如下：

E0 中的每一点可以用 ω 的某一个纤维 F 中的一个非零向量 v 进行表示。设 ω 上已经赋

予 Hermite结构，ω0 在 v 上的纤维定义为 v 在 F 中的正交补。上一节我们证明了 ωR 是可定
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向的，则可以建立 Gysin序列：

· · · → H i−2n(B;Z) ∪e−→ H i(B;Z)
π∗
0−→ H i(E0;Z) → H i−2n+1(B;Z) → · · ·

对 i < 2n− 1，有 H i−2n(B;Z) = H i−2n+1(B;Z) = 0，则此时

π∗
0 : H i(B;Z) → H i(E0;Z)

为同构。则现在我们可以构造陈类：

Theorem 5.2

♥

对 n维复向量丛 ω，如下对维数 n归纳地定义 c′i(ω) ∈ H2i(B;Z)：

首先定义最高维类 c′n(ω) = e(ωR)。

对 i < n，由 π∗
0 : H i(B;Z) → H i(E0;Z)是同构和归纳定义 c′i(ω) = (π∗

0)
−1c′i(ω0)。

对 i > n，定义 c′i(ω) = 0。

同时记 c′(ω) = 1 + c′1(ω) + · · ·+ c′n(ω)。

则如上定义的 c′i(ω)符合陈类的定义。

下面验证各条公理。

第一条 显然成立。

第二条 现在设有丛映射 ω → ω′。依旧对维数进行归纳。设对 i < n时满足自然性，则当 ω

和 ω′为 n维时：

n阶类的自然性由 Euler类的自然性显然成立。

丛映射 ω → ω′ 诱导全空间非零元素之间的映射 f0 : E0(ω) → E0(ω
′)，而 f0 显然来自于

丛映射 ω0 → ω′
0，故由归纳假设

c′i(ω0) = f ∗
0 (c

′
i(ω

′
0))

则由 c′i(ω)和 c′i(ω
′)的定义，有

c′i(ω) = (π∗
0)

−1c′i(ω0) = (π∗
0)

−1f ∗
0 (c

′
i(ω

′
0))
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又由于如下交换图标表：

E0(ω) E0(ω
′)

B(ω) B(ω′)

f0

π0 π′
0

f

有

c′i(ω) = (π∗
0)

−1f ∗
0 (c

′
i(ω

′
0)) = f ∗(π′∗

0 )
−1(c′i(ω

′
0)) = f ∗(c′i(ω

′))

第四条 考虑CPk = G1(Ck+1)上的典范线丛 γ1(Ck+1)，考虑其Gysin序列并注意到 c′1(γ
1(Ck+1)) =

e(γ1R)，有

· · · → H i+1(E0;Z) → H i(CPk;Z)
∪c′1−−→ H i+2(CPk;Z)

π∗
0−→ H i+2(E0;Z) → · · ·

其中 E0 = E0(γ
1(Ck+1))，是形如 (Ck+1 中经过原点的直线，该直线上的非零向量 ) 的二元

组全体，则显然与 Ck+1 − 0等价，则有与 S2k+1 相同的同伦型，故上面的 Gysin序列简化为

(0 ≤ i ≤ 2k − 2)

0 → H i(CPk;Z)
∪c′1−−→ H i+2(CPk;Z)

π∗
0−→ 0

故 H0(CPk;Z) ≈ H2(CPk;Z) ≈ · · · ≈ H2k(CPk;Z)，且 H2i(CPk;Z)由 c′1(γ
1(Ck+1))i生成。

类似地可以证明H1(CPk;Z) ≈ H3(CPk;Z) ≈ · · · ≈ H2k−1(CPk;Z)。再次利用 Gysin序列

· · · → H−1(CPk;Z) → H1(CPk;Z) → H1(E0;Z) → · · ·

则 H1(CPk;Z) = 0。故 CPk 的所有奇数维上同调群为 0。综上我们得到如下结果

Proposition 5.3

♠

上同调环 H∗(CPk;Z)是由 2维元 c′1(γ
1(Ck+1))生成的截断多项式代数，在 2k + 2维开

始为 0。也即

H∗(CPk;Z) ≈ Z[α]/(αk+1) (α = c′1(γ
1(Ck+1)), |α| = 2)
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第四条公理是上面的命题的立即结果。

第三条 为了验证第三条公理，我们需要再次运用推到“万有丛”再拉回的思想。下面使用

的无穷复 Grassmann流形 Gn = Gn(C∞)和其上的典范丛 γn 与实的情形类似进行定义。首先

依旧有如下展现“万有性”的命题。

Proposition 5.4

♠任意仿紧空间 B 上的 n维复向量丛 ω，存在丛映射将 ω映为 Gn上的典范丛 γn。

由命题5.3我们立即有 H∗(G1(C∞);Z)是由 c′1(γ
1)生成的多项式代数。更一般地我们有如

下结论，与实的情况类似：

Theorem 5.3

♥

上同调环 H∗(Gn(C∞);Z)是由 c′1(γ
n), · · · , c′n(γn)生成的 Z系数多项式代数，且它们之

间无多项式关系。

证明 仍旧对 n 归纳。上面我们已经给出了 n = 1 的情形。现假设 n ≥ 2，考虑 γn 对应的

Gysin序列

· · · → H i(Gn;Z)
∪c′n−−→ H i+2n(Gn;Z)

π∗
0−→ H i+2n(E0;Z) → H i+1(Gn;Z) → · · ·

E0 中的一个点形如 (X, v)，其中 X 是 C∞ 中的 n维超平面，v 是 X 中的非零向量，则

定义 f(X, v) = X ∩ v⊥，其中 v⊥ 是 v 在 X 中的正交补（C∞ 上如下赋予典范 Hermite度量：

〈(v1, v2. · · · ), (w1, w2, · · · )〉 =
∞∑
i=1

viwi）。

则我们定义了一个映射 f : E0 → Gn−1，下面再证明 f 诱导的上同调群同态实际上是同

构。

定义 γn(CN)是 γ在CN 上的限制，则记 fN : E0(γ
n(CN)) → Gn−1(CN)为 f 的限制，则任

意 Y ∈ Gn−1(CN),f−1
N (Y )由所有的对 (X, v)组成，其中 v 6= 0 ∈ CN 且与 Y 垂直，X = Y +Cv。

故我们可以将 fN 视为丛投影映射

E0(ω
N−n+1) → Gn−1(CN)
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其中 ωN−n+1是 Gn−1(CN)上的复向量丛，其在每一个 Y ∈ Gn−1(CN)上的纤维是 Y 在 CN 中

的正交补。

再考虑 ωN−n+1的 Gysin序列

H i−2N+2n−2(Gn−1(CN);Z) → H i(Gn−1(CN ;Z)) → H i(E0(ω
N−n+1);Z) → H i−2N+2n−1(Gn−1(CN);Z)

则有在 i ≤ 2N − 2n时，fN 诱导的上同调群同态为同构。再令 N → ∞取直极限，有 f

的诱导同态是同构。故我们可以把 γn的 Gysin序列改写

· · ·H i(Gn;Z)
∪cn−−→ H i+2n(Gn;Z)

λ−→ H i+2n(Gn−1;Z) → H i+1(Gn;Z) → · · ·

其中 λ = (f ∗)−1π∗
0。下面我们证明 λ(c′i(γ

n)) = c′i(γ
n−1)。

i = n时显然成立，不妨 i < n。由 c′的定义可知 π∗
0c

′
i(γ

n) = c′i(γ
n
0 )。又 f : E0 → Gn−1来

自于丛映射 γn0 → γn−1，则结合第二条公理有

λc′i(γ
n) = (f ∗)−1π∗

0c
′
i(γ

n) = (f ∗)−1c′i(γ
n
0 ) = c′i(γ

n−1)

下面利用归纳假设，已知H∗(Gn−1;Z)是由 c′1(γ
n−1), · · · , c′n−1(γ

n−1)生成的，故 λ是满射，

则有

0 → H i(Gn;Z)
∪c′n−−→ H i+2n(Gn;Z)

λ−→ H i+2n(Gn−1;Z) → 0

再对 i归纳证明 ∀x ∈ H i+2n(Gn;Z)可以被唯一表示为 c′1(γ
n), · · · , c′n(γn)的多项式即可：

对任意的 x ∈ H i+2n(Gn;Z)，由关于 n的归纳假设，存在唯一的多项式 p使得

λ(x) = p(c′1(γ
n−1), · · · , c′n−1(γ

n−1))

也即 x−p(c′1(γn), · · · , c′n−1(γ
n)) ∈ Ker(λ)，故由正合列，存在 y ∈ H i(Gn;Z)使得 x = y∪c′n(γn)。

再由关于 i的归纳假设，y可以唯一表示为多项式 q(c′1(γ
n), · · · , c′n(γn))，故有

x = p(c′1(γ
n), · · · , c′n−1(γ

n)) + c′n(γ
n)q(c′1(γ

n), · · · , c′n(γn))
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唯一性不难验证，在此省略。故得证。 □

在如上的准备工作之后我们来验证第三条公理，也即 Whitney 乘积公式：c(ω ⊕ φ) =

c(ω)c(φ′)。首先我们需要如下两个引理

Lemma 5.1

♥若 εk 是 B = B(ω)上的平凡 k维复向量丛，则有 c′(ω ⊕ εk) = c′(ω)。

证明 只需考虑 k = 1的情形，一般的情形利用归纳法不难证明。

令 φ = ω ⊕ ε1，则 n+ 1维丛 φ有非零截面，故由命题2.4，有

c′n+1(φ) = e(φR) = 0 = c′n+1(ω)

再对 i ≤ n，令 s : B → E0(φ)为非零截面，则它来自于从映射 ω → φ0，则

s∗c′i(φ0) = c′i(ω)

故有

c′i(ω) = s∗π∗
0c

′
i(φ) = c′i(φ)

则得证。 □
Lemma 5.2

♥

存在唯一的整系数多项式 pm,n = pm,n(c
′
1, · · · , c′m; c′1, · · · , c′n)，使得对在任意仿紧空间B

上的任意的m维复向量丛 ω和 n维复向量丛 φ，均有

c′(ω ⊕ φ) = pm,n(c
′
1(ω), · · · , c′m(ω); c′1(φ), c′n(φ)))

证明 定义 π1 : Gm ×Gn → Gm为第一分量投影，γ
m
1 = π∗(γm)，同理定义 π2和 γn2 = π∗

2(γ
n)，

则 γm1 ⊕ γn2 可以视为 γm × γn。

由 Kunneth公式有同构 H∗(Gm;Z) ⊗H∗(Gn;Z) ≈ H∗(Gm × Gn;Z)。故 H∗(Gm × Gn;Z)

是一个 Z系数多项式环，变元为 c′i(γ
m
1 ), c′j(γ

n
2 )(1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n)，故存在唯一多项式 pm,n
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使得

c′(γm1 ⊕ γn2 ) = pm,n(c
′
1(γ

m
1 ), · · · , c′m(γm1 ); c′1(γ

n
2 ), · · · , c′n(γn2 ))

由命题5.4，取映射 f : B → Gm 和 g : B → Gn 使得 f ∗(γm) ' ω, g∗(γn) ' φ。定义

h : B → Gm ×Gn, b 7→ (f(b), g(b))，则有交换图表

B

Gm Gm ×Gn Gn

f
h

g

π1

π2

则有

c′(ω ⊕ φ) = h∗(c′(γm1 ⊕ γn2 )) = pm,n(c
′
1(ω), · · · , c′m(ω); c′1(φ), c′n(φ)))

故得证。 □

下面我们具体计算 pm,n。对m+ n归纳：

归纳假设 c′(γm−1
1 ⊕ γn2 ) = (1 + c′1(γ

m−1
1 ) + · · · + c′m−1(γ

m−1
1 )))(1 + c′1(γ

n
2 ) + · · · + c′n(γ

n
2 ))，

再考虑 Gm−1 ×Gn上的两个丛 γm−1
1 × ε1和 γn2，则由引理

c′(γm−1
1 ⊕ ε1 ⊕ γn2 ) = pm,n(c

′
1(γ

m−1
1 ⊕ ε1), · · · , c′m(γm−1

1 ⊕ ε1); c′1(γ
n
2 ), · · · , c′n(γn2 ))

由引理5.1，Whitney和上一个平凡丛不影响 c′类，即

c′(γm−1
1 ⊕ γn2 ) = pm,n(c

′
1(γ

m−1
1 ), · · · , c′n−1(γ

m−1
1 ), 0; c′1(γ

n
2 ), · · · , c′n(γn2 ))

则利用归纳假设

pm,n(c
′
1, · · · , c′m−1, 0; c

′
1, · · · , c′n) = (1 + c′1 + · · ·+ c′m−1)(1 + c′1 + · · ·+ c′n)

故

pm,n(c
′
1, · · · , c′m−1, c

′
m; c

′
1, · · · , c′n) ≡ (1 + c′1 + · · ·+ c′m−1 + c′m)(1 + c′1 + · · ·+ c′n) mod c′m

68



5.2 陈类

完全类似地，有

pm,n(c
′
1, · · · , c′m−1, c

′
m; c

′
1, · · · , c′n) ≡ (1 + c′1 + · · ·+ c′m−1 + c′m)(1 + c′1 + · · ·+ c′n) mod c′n

则有

pm,n(c
′
1, · · · , c′m−1, c

′
m; c

′
1, · · · , c′n) = (1 + c′1 + · · ·+ c′m−1 + c′m)(1 + c′1 + · · ·+ c′n) + uc′mc

′
n

但 u必须为零次的，否则 γm1 ⊕ γn2 将会有大于 2(m+ n)维的非零陈类，显然矛盾。

又对最高维陈类，有

cm+n(ω ⊕ φ) = e((ω ⊕ φ)R) = e(ωR ⊕ φR) = cm(ω)cn(φ)

则必须有 u = 0，故公理三得到验证。

综上我们完全证明了定理5.2，也即我们构造的 c′就是想要的陈类。唯一性的证明与 Stiefel-

Whitney类的唯一性证明一致，在此省略。

Remark陈类也有其代数几何定义方式，具体见Griffiths的《Principles of Algebraic Geometry》。

在本节的最后给出一个计算抽象陈类的例子。

对一个 n维复向量丛 ω，其共轭丛ω 与 ω 有相同的全空间、底空间和投影，但有“相反

“的复结构。

Proposition 5.5

♠

对 n维复向量丛 ω，有 ck(w) = (−1)kck(ω)。进而有

c(ω) = 1− c1(ω) + c2(ω) · · ·+ (−1)ncn(ω)

证明 对 ω的任意一个纤维 F，取一组 C基 v1, · · · , vn，则由之前的论证，v1, iv1, · · · , vn, ivn

是 FR的一组基，且给出了 ωR的定向。同样 v1,−iv1, · · · , vn,−ivn也给出了 ωR的一组定向。
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5.2 陈类

通过讨论行列式易知当 n维偶数时两个定向相同，奇数时两个定向相反，则

cn(ω) = e(ωR) = (−1)ne(ωR) = (−1)ncn(ω)

对 i < n，由陈类的构造 ck(ω) = (π∗
0)

−1ck(ω0)。显然 ω0是与 (ω)0是同构的，故归纳地可

以得出

ck(ω) = (π∗
0)

−1ck(ω0) = (π∗
0)

−1(−1)kck(ω0) = (−1)kck(ω)

故得证。 □
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5.3 Pontrjagin类

给定一个 n维实向量丛 ξ(E,B, F )，我们将每一个纤维 F 进行复化，则得到一个新的复

向量丛，其每一个纤维为 F ⊗ C，我们将该丛记作 ξ ⊗ C，称为实向量丛 ξ的复化。

不难看出由于 F ⊗C = F ⊕ iF，ξ ⊗C对应的实向量丛 (ξ ⊗C)R与Whitney和 ξ ⊕ ξ是同

构的。ξ ⊗ C上的自然复结构给出了 ξ ⊕ ξ上的复结构：

J(x, y) = (−y, x)

Lemma 5.3

♥ξ ⊗ C与其共轭丛 ξ ⊗ C是同构的

证明 显然 x+ iy 7→ x− iy将 E(ξ ⊗C)映到自身且是 R-线性的，故给出了 ξ ⊗C到 ξ ⊗ C之

间的同构。 □

则考虑总陈类

c(ξ ⊗ C) = 1 + c1(ξ ⊗ C) + c2(ξ ⊗ C) + · · ·+ cn(ξ ⊗ C)

由命题5.5，有

c(ξ ⊗ C) = 1− c1(ξ ⊗ C) + c2(ξ ⊗ C) · · ·+ (−1)ncn(ξ ⊗ C)

又二者相等，故 c2i−1(ξ ⊗ C)均为二阶元。忽略这些二阶元，下面我们给出 Pontrjagin类的定

义。

Definition 5.6

♣

对 n 维实向量丛 ξ，第 i 维的Pontrjagin类pi ∈ H4i(B;Z) 被定义为 (−1)ic2i(ξ ⊗ C)，

总 Pontrjagin类为

p(ξ) = 1 + p1(ξ) + · · ·+ p[n/2](ξ) ∈ H
∏
(B;Z)
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5.3 Pontrjagin类

由陈类的性质，首先我们立即得到

Lemma 5.4

♥

（1）Pontrjagin类具有自然性。

（2）对平凡丛 εk，有 p(ξ ⊗ εk) = p(ξ)。

Pontrjagin类的Whitney公式相对于陈类的需要做一定修正。

Theorem 5.4

♥

p(ξ ⊕ η)与 p(ξ)p(η)模 2阶元同余，也即

2(p(ξ ⊕ η)− p(ξ)p(η)) = 0

证明 由陈类的Whitney乘积公式

ck((ξ ⊕ η)⊗ C) =
∑
i+j=k

ci(ξ ⊗ C)cj(η ⊗ C)

只考虑偶数维的类，则

c2k((ξ ⊕ η)⊗ C) =
∑
i+j=k

c2i(ξ ⊗ C)c2j(η ⊗ C) + u

其中 u是奇数维陈类的组合，为二阶元，两边各乘 (−1)k = (−1)i(−1)j 即得结果。 □

目前为止我们接触了三类向量丛，分别是一般实向量丛、可定向实向量丛、复向量丛，我们

希望建立它们的示性类之间的关系。上面我们从一个实向量丛 ξ出发，得到了复向量丛 ξ⊗C，

可定向实向量丛 (ξ ⊗ C)R。下面我们从复向量丛开始。

Lemma 5.5

♥对任意复向量丛 ω，ωR ⊗ C与 ω ⊕ ω同构。

证明 F 为 ω的一个纤维，令 V = FR，则 V ⊕ V 上有自然复结构 J(x, y) = (y,−x)。

分别考虑 g : F → V ⊕ V, x 7→ (x,−ix)和 h : F → V ⊕ V, x 7→ (x, ix)，它们分别是复线性

的和共轭线性的。又任意 (x, y) ∈ V ⊕ V ' V ⊗C可以被唯一写成直和分解 g(x+iy
2

) + h(x−iy
2

)，
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5.3 Pontrjagin类

故有同构 V ⊗ C ' F ⊕ F。

由于 F 是任意一个纤维，故有丛同构 ωR ⊗ C ' ω ⊕ ω。 □

结合陈类的第三条公理和命题5.5立即有

Corollary 5.2

♥

对任意 n维复向量丛 ω，陈类 ci(ω)能够决定 p(ωR):

1− p1 + p2 · · ·+ (−1)npn = (1− c1 + c2 · · ·+ (−1)ncn)(1 + c1 + c2 + · · ·+ cn)

故有

pk(ωR) = ck(ω)
2 − 2ck−1(ω)ck+1(ω) + · · ·+ 2(−1)k−1c1(ω)c2k−1(ω) + 2(−1)kc2k(ω)

= ck(ω)
2 + 2

k∑
i=1

(−1)ick+i(ω)ck−i(ω)

然后我们再从可定向实向量丛作为出发点。ξ为 n维实向量丛，则命题5.1给出了 (ξ⊗C)R

的典范定向。

Lemma 5.6

♥

ξ为 n维可定向实向量丛，则 (ξ⊗C)R与 ξ⊗ ξ同构，且该同构保定向与否取决于 (n−1)n
2

的奇偶。

证明 对 ξ的一个纤维，取一组有序基 v1, · · · , vn，则同前有 v1, iv1, · · · , vn, ivn给出了 (ξ⊗C)R

的典范有序基。

在直和同构 F ⊕ iF ' F ⊕ F 下，v1, · · · , vn对应第一个分量的有序基，iv1, · · · , ivn对应

第二个分量的有序基，故只需考虑将 {v1, iv1, · · · .vn, ivn} 映成 {v1, · · · , vn, iv1, · · · , ivn} 的基

变换，对应的行列式为 (−1)(n−1)+(n−2)+···+1 = (−1)
n(n−1)

2 ，故得证。 □

Corollary 5.3

♥若 ξ为 2k维可定向实向量丛，则 pk(ξ) = e(ξ)2。
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5.3 Pontrjagin类

证明 由定义

pk(ξ) = (−1)kc2k(ξ ⊗ C) = (−1)ke((ξ ⊗ C)R)

又由引理5.6和欧拉类的Whitney乘积公式

e((ξ ⊗ C)R) = e(ξ ⊕ ξ) = e(ξ)2

故得证。 □
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5.4 具体的例子与计算

首先我们计算几个具体的陈类和 Pontrjagin类。首先是球面：

Example 5.2对于 n维球面的切丛 Sn，又 τn⊕ν1 ' τn⊕ε1是平凡的，故由引理5.4，p(τn) = 1。

下面我们来讨论复射影空间。

Theorem 5.5

♥对 CPn的切丛 τn，有 c(τn) = (1− α)n+1，其中 α是命题5.3中的 c1(γ
1(Cn+1))。

证明 考虑 ωn 是 CPn 上典范线丛 γ1(Cn+1)在 Cn+1 中的正交补，利用与引理??一样的论证，

可以得到

τn ' HomC(γ
1(Cn+1), ωn)

则

τn ⊕ ε1 ' HomC(γ
1(Cn+1), ωn)⊕ HomC(γ

1(Cn+1), γ1(Cn+1))

' HomC(γ
1(Cn+1), ε1 ⊕ · · · ⊕ γ1(Cn+1))

' HomC(γ
1(Cn+1), ε1)⊕ · · · ⊕ HomC(γ

1(Cn+1), ε1)

又由于对任意的复向量丛 ω，任取其纤维 F，v2 7→ 〈·, v2〉给出了 F 到 HomC(F,C)之间

的同构，故有

HomC(ω, ε
1) ' ω

则代入 ω = γ1(Cn+1)并结合上式，有

τn ' γ1(Cn+1)⊕ · · · ⊕ γ1(Cn+1)
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5.4 具体的例子与计算

故结合引理5.1和命题5.5可知

c(τn) = c(τn ⊕ ε1) = (c(γ1(Cn+1)))n+1 = (1− c1(γ
1(Cn+1)))n+1

则代入 α即可。 □

Remark由上面的计算立得 cn(τ
n) = (n+ 1)(−α)n，则由命题4.4，有

χ(CPn) = 〈e(τnR)), µ2n〉 = (n+ 1)(−1)n〈αn, µ2n〉

又我们知道 χ(CPn) = n + 1，故有 〈αn, µ2n〉 = (−1)n，或者说 〈(−α)n, µ2n〉 = 1。此时我们称

(−α)n是 H2n(CPn;Z)的与定向相容的生成元。

Proposition 5.6

♠对 CPn的切丛 τn和 k ≤ n
2
，有 pk(τ

n
R) = pk(CPn) =

(
n+1
k

)
α2k。

证明 由上面的定理，c(τn) = (1− α)n+1，则代入引理5.1，有

1−p1+p2+· · ·+(−1)npn = (1−c1+c2+· · ·+(−1)ncn)(1+c1+· · ·+cn) = (1+α)n+1(1−α)n+1 = (1−α2)n+1

则显然有

1 + p1 + p2 + · · ·+ pn = (1 + α2)n+1

故 pk(CPn) =
(
n+1
k

)
α2k。 □

前面我们介绍了 Stiefel-Whitney数，这里我们类似地引入陈数和 Pontrjagin数的概念。
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Definition 5.7

♣

Kn 为一个 n维的紧复流形，τn 为其切丛，µ2n 为其复结构诱导定向所对应的基本同调

类。则对任意 n的划分 I = {i1, · · · , ir}（见定义1.5)，定义其第 I-陈数为

cI [K
n] = ci1 · · · cir [Kn] = 〈ci1(τn) · · · cir(τn), µ2n〉

Definition 5.8

♣

M4n为一个 n维的紧可定向实流形，τ 4n为其切丛，µ4n为其基本同调类。则对任意 n的

划分 I = {i1, · · · , ir}，定义其第 I-Pontrjagin数为

pI [M
4n] = pi1 · · · pir [M4n] = 〈pi1(τ 4n) · · · pir(τ 4n), µ4n〉

对于 1维复流形 K1，它只有一个陈数 c1[K
1]；对二维复流形 K2，只有两个陈数 c2[K

2]

和 c1c1[K
2]。更一般地，对 n维复流形 Kn，它有 p(n)个陈数，p(n)是 n的划分数。

我们也可以用另一种视角来理解陈数：

对任意 n维复流形 Kn，其切丛可以推到万有丛：

f : Kn → Gn(C∞)

有 f ∗(γn) ' τn，故Kn的基本同调类给出秩为 p(n)的自由 Abel群H2n(Gn(C∞);Z)中的一个

元素 f∗(µ2n)。

同时由定理5.3，H2n(Gn(C∞);Z)是由 c1(γ
n), · · · , cn(γn)生成的 2n维多项式代数，也即

秩为 p(n)，基为所有的 ci1(γ
n) · · · cir(γn)，其中 I = {i1, · · · , ir}为 n的划分。

则为了确定 f∗(µ2n)，只需要计算所有的 Kronecker记号

〈ci1(γn) · · · cir(γn), f∗(µ2n)〉
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5.4 具体的例子与计算

但注意到这事实上就是

〈f ∗(ci1(γ
n) · · · cir(γn)), µ2n〉 = ci1 · · · cir [Kn]

所以说所有的陈数可以用于确定同调类 f∗(µ2n)。

Example 5.3 对复射影空间 CPn，定理5.5给出其总陈类为 c(τn) = (1− α)n+1，同时我们已经

计算过 〈(−α)n, µ2n〉 = 1，故有

ci1 · · · cir [CPn] = 〈(−1)i1
(
n+ 1

i1

)
αi1 · · · (−1)ir

(
n+ 1

ir

)
αir , µ2n〉 =

(
n+ 1

i1

)
· · ·

(
n+ 1

ir

)
完全类似地，可以给出 CP2n的所有 Pontrjagin数

pi1 · · · pir [CP2n] =

(
2n+ 1

i1

)
· · ·

(
2n+ 1

ir

)

现在对一个可定向的 4n维实流形M4n，改变其定向，则其 Pontrjagin类均保持不变，但

基本同调类发生反转，则其 Pontrjagin数会变为其相反数，于是我们有

Proposition 5.7

♠

如果可定向 4n维实流形M4n有非零的 Pontrjagin数，则M 上不可能有反转定向的自微

分同胚。

Example 5.4例5.3中计算了 CP2n的 Pontrjagin数，显然不为 0，故 CP2n没有反转定向的自微

分同胚。
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下面我们利用对称多项式的视角来观察陈数和 Pontrjagin数，这一思想在本讲义后半部分

将会再次得到体现。首先需要介绍一些基本记号。

Definition 5.9

♣

（1）对 k的划分 I = i1, · · · , ir 和 l的划分 J = j1, · · · , js，则定义划分的形式乘法

IJ = i1 · · · ir, j1 · · · js

为 k + l的划分。使用更代数的语言，即所有非负整数的所有划分构成的全体是一个交

换含幺半群。

（2）对一个划分 I = i1, · · · , ir，I 的一个加细是指形式乘法 I1 · · · Ir，其中 Ij 是 ij 的划

分。

Definition 5.10

♣

一个多项式 f(t1, · · · , tn) ∈ Z[t1, · · · , tn]称为对称的，若它在 t1, · · · , tn的一个置换下保

持不变。

所有对称多项式全体构成的环用S 表示，同时 σ1, · · · , σn为基本对称多项式，则S =

Z[σ1. · · · , σn]。

给每个 ti赋予次数 1，则得到了 Z[t1, · · · , tn]和S 的分次环结构，记赋予了分次结构的

S 为S ∗，k次的部分为S k。则自然地S k = {σi1 · · · σir : i1, · · · , ir 是将 k分割成不超

过 n个正整数的划分 }。

两个多项式 f, g 称为等价 的，若 g 可以通过 f 复合上某个 t1, · · · , tn 的置换得到。记∑
ta11 · · · tarr 为所有与 ta11 · · · tarr 等价的多项式全体的和。例如 σk =

∑
t1 · · · tk、

在如上记号下不难有如下引理

Lemma 5.7

♥{
∑
ta11 · · · tarn : a1, · · · , ar 是 k的长度不超过 n的划分 }构成S k 的一组基。
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Definition 5.11

♣

对任意 k的划分 I = i1, · · · , ir，取 n ≥ k使得 n元的前 k个基本对称多项式 σ1, · · · , σk

是无关的，此时定义 sI = si1,··· ,ir 为唯一满足

sI(σ1, · · · , σk) =
∑

ti11 · · · tirr

的 k元多项式，显然 sI 的定义与 n的选取无关，且 p(k)个多项式 sI 构成了S k 的基。

对底空间 B上的 n维复向量丛 ω，其总陈类为 c = 1+ c1+ · · ·+ cn，则对任意 k ≥ 0和 k

的划分 I = i1, · · · , ir，可以取 sI(c1, · · · , ck) ∈ H2k(B;Z)，我们简记该上同调类为 sI(c)。

Thom给出了如下的乘积公式。

Lemma 5.8 (Thom)

♥sI(c(ω ⊕ ω′)) =
∑

JK=I sJ(c(ω))sK(c(ω
′))

证明 考虑 Z[t1, · · · , t2n]，σk 为 t1, · · · , tn的基本对称多项式，σ′
k 为 tn+1, · · · , t2n对应的基本

对称多项式，则

σ′′
k =

k∑
i=0

σiσ
′
k−i

是 t1, · · · , t2n对应的基本对称多项式。则只需要证明

sI(σ
′′
1 , · · · , σ′′

k) =
∑
JK=I

sJ(σ1, σ2, · · · )sK(σ′
1, σ

′
2, · · · )

由定义，sI(σ
′′
1 , · · · , σ′′

k)等于所有形如 ti1a1 · · · t
ir
ar 的单项式之和，其中 a1, · · · , ar 为 1到 2n

中不同的整数。对每个这样的单项式，取 J(K)为所有满足 1 ≤ aq ≤ n(n+ 1 ≤ aq ≤ 2n)的 iq

构成的分割，则显然 JK = I，且每一种这样的 J,K 对应的单项式之和为

sJ(σ1, σ2, · · · )sK(σ′
1, σ

′
2, · · · )

且显然所有满足 JK = I 的划分 J,K 在上面的过程中均被取到，则对所有这样的 J,K 求

和即得结果。 □
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Corollary 5.4

♥sk(c(ω ⊕ ω′)) = sk(c(ω)) + sk(c(ω
′))

现在对一个 n维紧复流形Kn，对每个 n的划分 I，定义 sI(c)[K
n]（或简写为 sI [K

n]）为

〈sI(c(τn)), µ2n〉 ∈ Z

Corollary 5.5

♥
sI [K

m × Ln] =
∑

I1I2=I

sI1 [K
m]sI2 [L

n]，其中 I1, I2分别为m和 n的划分。

证明 πi为 Km × Ln的第 i分量投影，则有

τKm×Ln ' (π∗
1τKm)⊕ (π∗

2τLn)

则由引理5.8，有

sI [K
m×Ln] = 〈

∑
I1I2=I

sI1(c(π
∗
1τKm))sI2(c(π

∗
2τLn)), µ2m×µ2n〉 =

∑
I1I2=I

〈sI1(τKm), µ2m〉〈sI2(τLn), µ2n〉

由于所有运算均在奇数维下进行，故不存在符号问题，则得证。 □
Corollary 5.6

♥对任意复流形的乘积 Km × Ln，有 sm+n[K
m × Ln] = 0。

上述的例子说明 sm[K
m]具有不同的意义，它可以判定一个流形能否写成两个流形之积。

Example 5.5再次考虑复射影流形 CPn，我们知道其陈类为 c(CPn) = (1−α)n+1，则 ci是关于

n+ 1个 −α的基本对称多项式，则由 sI 的定义有

sk(c1, · · · , ck) = (n+ 1)(−α)k

则 sn[CPn] = 〈(n+ 1)(−α)n, µ2n〉 = n+ 1 6= 0，即 CPn不能分裂成两个复流形的乘积。
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5.4 具体的例子与计算

在陈类的有关讨论的最后，我们来证明陈类之间是没有线性关系的，规范化的表述如下

Theorem 5.6 (Thom)

♥

K1, · · · , Kn为满足 sk[K
k] 6= 0的复流形，则 p(n)× p(n)矩阵

(ci1 · · · cir [Kj1 × · · · ×Kjs ])

是非奇异的，其中 {i1, · · · , ir}, {j1, · · · , js}均取于 n的所有划分。

证明 推论5.4的显然推广给出

sI [K
j1 × · · · ×Kjq ] =

∑
I1···Iq=I

sI1 [K
j1 ] · · · sIq [Kjq ]

则 sI [K
j1 × · · · ×Kjq ]为零，除非 I 是 j1, · · · , jq 的加细，特别地，当 r ≤ q时必为零，则

所求矩阵是三角的，只需考虑对角元即可，而对角元为

si1,··· ,ir [K
i1 × · · · ×Kir ] = si1 [K

i1 ] · · · sir [Kir ] 6= 0

则得证。 □

上面是关于陈类和陈数的讨论，对于 Pontrjagin类和 Pontrjagin数均有类似的讨论。对 B

上实向量丛 ξ，记 sI(p(ξ)) = sI(p1(ξ), · · · , pk(ξ)) ∈ H4k(B;Z)，上面的类似结果在这里罗列出

来，不再给出证明：

Proposition 5.8

♠

（1）sI(p(ξ ⊕ ξ′))与
∑

JK=I

sJ(p(ξ))sK(p(ξ
′))关于某个二阶元同余。

（2）sI(p)[M ×N ] =
∑

JK=I

sJ(p)[M ]sK(p)[N ]。

（3）M4, · · · ,M 4n为可定向实流形且 sk(p)[M
4k] 6= 0，则 p(n)× p(n)矩阵

(pi1 × pir [M
4j1 × · · · ×M4js ])

是非奇异的。
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5.4 具体的例子与计算

在本节的最后我们讨论 Pontrjagin 类的应用，即定向配边问题。回忆我们在 3.2 节利用

Stiefel-Whitney数研究过不定向配边类的问题。这里我们首先需要介绍定向配边问题的基本概

念。

M 是一个可定向流形，则记 −M 为M 赋予相反定向得到的流形，M +N 代表M 和 N

的拓扑和。

Definition 5.12

♣

两个 n维可定向紧流形M 和M ′ 称为定向配边的，或属于同一个定向配边类，是指存

在一个紧的可定向带边流形X，使得 ∂X（赋予诱导定向）与M +(−M ′)之间有保定向

微分同胚。

与不定向的情形相同地，同样有

Proposition 5.9

♠属于同一个定向配边类是一个等价关系。

证明 显然M + (−M)与M × [0, 1]的边界之间有保定向的微分同胚，故有自反性。

若M + (−M ′) ' ∂X，则M ′ + (−M) ' ∂(−X)，故有对称性。

若M + (−M ′) ' ∂X,M ′ + (−M ′′) ' ∂Y，则由带边流形的管状邻域定理可知 X 和 Y 可

以沿着公共边界的M ′部分粘合成一个新的可定向紧流形，使得其边界为M + (−M ′′)，故有

传递性。 □

现在令 Ωn 为所有 n维流形的定向配边类全体构成的集合，并在拓扑和意义下成为 Abel

群，零元为空流形对应的定向配边类。同时又由于 (Mm
1 ,M

n
2 ) 7→ Mm

1 ×Mn
2 给出了可交换的

双线性映射 Ωm × Ωn → Ωm+n，故序列

Ω∗ = (Ω0,Ω1,Ω2, · · · )

具有分次环结构,且在分次意义Mm
1 ×Mn

2 = (−1)mnMn
2 ×Mm

1 下可交换。
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5.4 具体的例子与计算

首先与定理3.3一样地，我们有

Theorem 5.7 (Pontrjagin)

♥若M4k 是一个紧可定向 4k + 1维流形的边界，则M 的所有 Pontrjagin数为 0。

证明 与定理3.3一致，此处省略。 □

又由于 pI [M1 +M2] = pI [M1] + pI [M2]，立即有

Proposition 5.10

♠对 k的任意划分 I，映射M4k 7→ pI [M
4k]给出了 Ω4k 到 Z的同态。

结合命题（3）可得关于 Ω4k 的秩的一个下界估计

Corollary 5.7

♥

所有的乘积流形 CPi1 × · · ·CPir，其中 i1, · · · , ir 取遍 k的划分，构成了 Ω4k 中的线性无

关的元素，则 Ω4k 的秩至少为 p(k)。

Remark事实上，Ω4k的秩就是 p(k)，具体证明需要 Thom空间有关知识，可以参考Milnor的

《Characteristic Classes》的第 18节。
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Chapter 6 微分几何的预备知识

6.1 形式与紧支形式

在微分几何中我们研究的向量丛均应当有光滑性条件，为此我们给出光滑向量丛的定义

Definition 6.1

♣

对实向量丛 ξ(E,M, π)，若 E 和M 均为光滑流形，且丛投影 π和局部平凡化映射 hb均

为光滑的，则称 E 为M 上的光滑向量丛，或简称 E 是光滑向量丛。

在微分几何中，形式是基本的研究对象之一，流形上的形式空间为我们产生了 de Rham

上同调，它与代数拓扑中的奇异上同调之间被如下的 de Rham定理等同起来

Theorem 6.1 (de Rham)

♥Hk
dR(M) ' Hk

sing(M ;R)(∀k)

然而流形上的积分理论中，更本质的对象实际上是紧支的形式，故紧支 de Rham上同调

也具有重要的地位，而紧支与非紧支的 de Rham上同调之间由 Poincaré对偶联系起来：

Theorem 6.2

♥

对任意m维定向流形和任意 k，线性映射：

Pk
M : Hk

dR(M) → (Hm−k
c (M))∗.[ω] 7→ {η 7→

∫
M

ω ∧ η}

是一个同构。

下面我们考虑光滑向量丛 (M,E)。我们还可以定义按纤维紧支形式 Ω∗
cv(E) 和按纤维紧

支 de Rham上同调群H∗
cv(E)，其中的元素不一定在 E上紧支，但限制在每一个纤维上是紧支

的。

往往我们需要考虑形式的拉回，然而一般情况下紧支形式的拉回不一定是紧支的，但我



6.1 形式与紧支形式

们可以定义如下的“沿纤维积分”运算 π∗ : Ω
∗
cv(E) → Ω∗−n(M)，作为“推出”运算的类比：

首先当 E 是平凡丛，即 E =M × Rn时，则 E 上的形式必为来自于如下两种情况：

(i)存在 φ是M 上的形式和对每个 x紧支的函数 f，使得该形式为

(π∗φ)f(x, t1, · · · , tn)dti1 · · · dtir(r < n)

此时令该形式在 π∗下的像为 0。

(ii)存在 φ是M 上的形式和对每个 x紧支的函数 f，使得该形式为

(π∗φ)f(x, t1, · · · , tn)dt1 · · · dtn

此时令该形式在 π∗下的像为 φ
∫
Rn f(x, t1, · · · , tn)dt1 · · · dtn。

再令 E为一般的定向丛，记其所有平凡化邻域为 {Uα}，并令M 在 Uα和 Uβ 上的坐标为

x1, · · · , xm 和 y1, · · · , ym，E 在 Uα 和 Uβ 上的坐标为 t1, · · · , tn 和 u1, · · · , un。对 E 上的形式

ω。如 ω如上的第一种情况，仍然令它的像为 0.否则，记 ωα = ω|π−1(Uα)，则

ωα = (π∗φ)f(x1, · · · , xm, y1, · · · , yn)dt1 · · · dtn

此时定义其像为

π∗ωα = φ

∫
Rn

f(x, t)dt1 · · · dtn

可以验证这种局部的定义在 Uα ∩ Uβ 上是相容的，则我们得到了 π∗的整体定义。

在如上的记号下，我们证明如下的“投射公式”

Proposition 6.1

♠

设 τ 是M 上的形式，ω是 E 上按纤维紧支的形式，则有

π∗((π
∗τ) · ω) = τ · π∗ω

证明 由于判断两个形式相等是一个局部的问题，故不妨设 E =M ×Rn。若 ω是如上第一种
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6.1 形式与紧支形式

形式，即

ω = π∗φ · f(x, t)dti1 · · · dtir(r < n)

则有

π∗((π
∗τ) · ω) = π∗(π

∗(τφ·)f(x, t)dti1 · · · dtir) = 0 = τ · π∗ω

若 ω是第二种形式，即

ω = π∗φ · f(x, t)dt1 · · · dtn

则

π∗((π
∗τ) · ω) = π∗(π

∗(τφ) · f(x, t)dt1 · · · dtn) = τφ

∫
Rn

f(x, t)dt1 · · · dtn = τ · π∗ω

故得证。 □
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6.2 联络与曲率

6.2 联络与曲率

首先回顾联络，协变导数和曲率的概念。

Definition 6.2

♣

对（复）流形M 上的（复）向量丛 E，E上的联络是一个线性算子 : ∇E : Ω∗(M,E) →

Ω∗+1(M,E)，满足对任意的 ω ∈ Ω∗(M), s ∈ Γ(E)：

∇E(ωs) = (dω)s+ (−1)|ω|ω ∧∇Es

特别地对 X ∈ Γ(TM)，定义

∇E
X : Γ(E) → Γ(E),∇E

Xs = (∇Es)(X) ∀s ∈ Γ(E)

为联络 ∇E 沿着 X 的协变导数。

对 E 上的联络 ∇E，定义其曲率为

RE = ∇E ◦ ∇E : Ω∗(M,E) → Ω∗+2(M,E)

我们熟知RE是Ω∗(M)线性的，即对 ω ∈ Ω∗(M), s ∈ Ω∗(M,E)，均有RE(ω∧s) = ω∧REs，

故 RE 可以视为 Ω2(M,End(E))中的元素。

此外，对 End(E)中的反自伴元素构成的全体 so(E)，有如下的一一对应

A ∈ so(E) 7→
∑
i<j

〈Aei, ej〉ei ∧ ej ∈ Λ2(E)

其中 s1, · · · , sr 为 E 的一组定向标正基，并不难验证该对应与基的选取无关。故我们可以把

曲率 RE 还视为 Ω2(M,Λ2(E))中的元素:

记 Ωj
i = gE(REsi, sj) = 〈REsi, sj〉 ∈ Ω2(M)，则可以把 RE 写作

RE =
1

2

∑
i,j

Ωj
isi ∧ sj ∈ Ω2(M,Λ2(E))
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6.2 联络与曲率

取M上 2-形式矩阵Ω = (Ωj
i )，称之为曲率形式矩阵。对上述的基 s = (s1, · · · , sr)，有REs = sΩ。

同时对两个不同的联络 ∇E
1 ,∇E

2，由 Leibniz公式立即有 ∇E
1 −∇E

2 ∈ Ω1(M,End(E))。我

们将在 Chern-Weil理论的部分使用该事实。

我们称一个联络 ∇E 是与度量 gE 相容的，是指如下等式成立：

X(gE(e1, e2)) = gE(∇E
Xe1, e2) + gE(e1,∇E

Xe2) ∀e1, e2 ∈ Γ(E), X ∈ Γ(TM)

关于联络和曲率，我们有 Bianchi恒等式：

Theorem 6.3 (Bianchi)

♥∇EΩ = 0

对复流形和复向量丛而言，联络若要有好的性质，不仅需要与度量相容，还应当与其“全

纯结构”相容，故我们需要定义全纯结构。

Definition 6.3

♣

一个复向量丛上全纯结构指的是算子 ∂E : Γ(∧p,qE) → Γ(∧p,q+1E)，满足：

∂E(ω ∧ σ) = ∂Eω ∧ σ + (−1)p+qω ∧ ∂Eσ ∀ω ∈ Ωp,q(E), σ ∈ Ωr,s(E)

且 ∂E
2
= 0。

此时称 E 上的一个截面 σ是全纯的，若 ∂Eσ = 0。

事实上我们有如下命题

Proposition 6.2

♠一个复向量丛 (E, π,M)是全纯的当且仅当其上有全纯结构。

证明 可以参考 Kobayashi的《Differential Geometry of Complex Vector Bundles》的 1.3节。□

则对全纯向量丛，我们可以定义所谓的陈联络。
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6.2 联络与曲率

Definition 6.4

♣

对全纯向量丛 (E, ∂E,M)和其上的 Hermitian度量 gE，称 E 上的联络为 ∇E 为陈联络，

若 E 与 gE 相容，且 (∇E)0,1 = ∂E。

现在对全纯向量丛 E 和 E 上的陈联络 ∇E，取 E 的一组全纯基 s1. · · · , sr，则存在一系

列M 上的 1-形式 ωβ
α，使得

∇Esi =
∑

sjω
j
i

则称这些 ωj
i 为联络 1-形式，A = (ωj

i )i,j 称为联络矩阵。

在如上的记号下，对任意 ξ =
∑
ξisi ∈ Ω∗(M,E), ξi ∈ Ω∗(M)，有

∇Eξ =
∑

si(dξ
i +

∑
ωi
jξ

j)

故将 ξ视为列向量 (ξ1, · · · , ξr)T，则上式可以简记为 ∇Eξ = dξ + Aξ,∇E = d+ A。

对邻域 U 上的另外一组基 s′，使得 s = s′ · a，其中

a : U → GL(r;C)

设 A′为关于 s′的联络矩阵，则

sξ = ∇s = ∇(s′a) = (∇s′)a+ s′da

= s′A′a+ s′da = s(a−1ω′a+ a−1da)

则有过渡公式

A = a−1A′a+ a−1da
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6.2 联络与曲率

进一步地，对 X = (s1, · · · , st)(x1, · · · , xt)T ∈ E，有

REX = ∇E((s1, · · · , sr)(d+ A)(x1, · · · , xr)T )

= A ∧ [(d+ A)X] + d[(d+ A)X] = (s1, · · · , sr)(dA+ A ∧ A)(x1, · · · , xr)T

也即 Ω = dA+ A ∧ A。
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6.3 Berezin积分

6.3 Berezin积分

为了讨论Mathai和 Quillen对 Thom形式的定义，我们需要定义 Berezin积分。

首先取 E = Rm，视为单点上的实向量丛，并取 x = (x1, · · · , xm)为 E 上的一组定向坐

标，则简单的计算给出对

U(x) = (
√
2π)−me−

|x|2
2 dx1 ∧ · · · ∧ dxm

有
∫
E
U = 1。

定义定向欧氏空间 E 上的 Berezin积分为：∫ B

: Λ∗(E) → R, ω 7→ 〈ω, dx1 ∧ · · · ∧ dxm〉

再将 Λ∗(E)视为 E 上的向量丛，则可以把 Berezin积分拓展定义到 Ω∗(E,Λ∗(E))上：∫ B

: Ω∗(E,Λ∗(E)) → Ω∗(E), α ∧ β 7→ α

∫ B

β (α ∈ Ω∗(E), β ∈ Γ(Λ∗(E)))

自然地将 x = Id|E 视为 Ω0(E,E)中的元素，则 dx ∈ Ω1(E,E)，则

Proposition 6.3

♠

在 Ω∗(E)中

U(x) = (−1)m(m+1)/2(
√
2π)−m

∫ B

exp(−|x|2

2
− dx)

证明 直接计算则有

(−1)m(m+1)/2

∫ B

e−dx = (−1)m(m+1)/2

∫ B m∏
k=1

(1− dxk ∧ ek)

= (−1)m(m−1)/2

∫ B

(dx1 ∧ e1) ∧ ∧ · · · ∧ (dxm ∧ em)

= dx1 ∧ · · · ∧ dxm

故代入 U(x)的定义即得证。 □
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6.3 Berezin积分

再令 E 是流形M 上的m维实向量丛，则可以按纤维扩张定义 Berezin积分到：∫ B

: Ω∗(M,Λ∗(E)) → Ω∗(M)

现在对一个 E 上的与 gE 相容的联络 ∇E，我们有如下结论

Proposition 6.4

♠

对任意的 α ∈ Ω∗(M,Λ∗(E))，有

d

∫ B

α =

∫ B

∇Eα

证明 取 e1, · · · , er 为 E 的一组定向标正基，则不妨 α = ω ∧ e1 ∧ · · · ∧ em(ω ∈ Ω∗(M))。由于

∇E 与度量相容，则

∇E(e1 ∧ · · · ∧ em) = 0

故有 ∫ B

∇Eα =

∫ B

(dω) ∧ e1 ∧ · · · ∧ em + (−1)|ω|ω ∧∇E(e1 ∧ · · · ∧ em)

=

∫ B

(dω) ∧ e1 ∧ · · · ∧ em

= dω = d

∫ B

α

故得证。 □
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6.4 Kähler流形

6.4 Kähler流形

在研究复流形时，Kähler流形是重要的一类，下面介绍它的基本定义。

Definition 6.5

♣

对一个近复流形 (M,J)，g上的一个Hermitian度量指的是一个满足

g(X,Y ) = g(JX, JY )∀X,Y ∈ TM

的 Riemann度量。

M 的基本形式ω ∈ Ω2(M) 定义为 w(X,Y ) = g(JX, Y )，若 ω 是闭的，则称 (M,J, g)

为近 Kähler流形。如果M 还是复流形，则称 (M,J, g)为Kähler流形。

首先我们介绍 Kähler流形的一些等价条件。

Theorem 6.4

♥

对一个近 Hermitian流形 (M,J, g)，其上的 Levi-Civita联络记为 ∇，则M 是 Kähler的

当且仅当 ∇J = 0。

证明 若 ∇J = 0，则

NJ(X,Y ) = [X,Y ] + J [JX, Y ] + J [X, JY ]− [JX, JY ]

= ∇XY −∇YX + J(∇JXY −∇Y JX) + J(∇XJY −∇JYX)−∇JXJY +∇JY JX

= J(∇XJY − J∇XY ) + (∇JY JX − J∇JYX)− (∇JXJY − J∇JXY )− J(∇Y JX − J∇YX)

= J((∇XJ)Y ) + (∇JY J)X − (∇JXJ)Y − J(∇Y J)X

= 0
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6.4 Kähler流形

由5.1，可知M 为复流形。再计算

(∇Xω)(Y, Z) = ∇X(ω(Y, Z))− ω(∇XY, Z)− ω(Y,∇XZ)

= ∇X(g(JY, Z))− g(J∇XY, Z)− g(JY,∇XZ)

= g(∇XJY, Z) + g(JY,∇XZ)− g(J∇XY, Z)− g(JY,∇XZ)

= g((∇XJ)Y, Z) = 0

则有

dω(X,Y, Z) = (∇Xω)(Y, Z) + (∇Y ω)(Z,X) + (∇Zω)(X,Y )

= g((∇XJ)Y, Z)− g((∇Y J)X,Z) + g((∇ZJ)X,Y ) = 0

故M 为 Kähler流形。

反之如果M 为 Kähler流形，则由 dω(JX, Y, Z) = 0有

g((∇JXJ)Y, Z)− g((∇Y J)JX,Z) + g((∇ZJ)JX, Y ) = 0

再由 dω(X, JY, Z) = 0，有

g((∇XJ)JY, Z)− g((∇JY J)X,Z) + g((∇ZJ)X, JY ) = 0

将两式相加，有

0 = g((∇JXJ)Y + (∇XJ)JY − (∇Y J)JX − (∇JY J)X,Z) + 2g((∇ZJ)X, JY )

= g(∇JXJY − J∇JXY −∇XY − J∇XJY +∇YX + J∇Y JX −∇JY JX + J∇JYX,Z)

+ 2g((∇ZJ)X, JY )

= g([JX, JY ]− J [JX, Y ]− J [X, JY ]− [X,Y ], Z) + 2g((∇ZJ)X, JY )

= 2g((∇ZJ)X, JY )− g(NJ [X,Y ], Z)
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6.4 Kähler流形

则由 X,Y, Z 的任意性和 NJ = 0，有 ∇J = 0。 □

Proposition 6.5

♠

(M,J, g)为 Hermitian流形，令 gij = g( ∂
∂zi
, ∂

∂zj
)，则如下等价：

（1）M 是 Kähler的

（2）
∂gij
∂zk

=
∂gkj
∂zi

（3）
∂gij
∂zk

=
∂gik
∂zj

（4）存在局部定义的实值函数 f，使得 gij =
∂2f

∂zi∂zj

证明 首先注意到 ω =
√
−1

∑
gijdz

i ∧ dzj，故（2）等价于 ∂ω = 0，（3）等价于 ∂ω = 0，又

由于 ∂ω = ∂ω，故显然有（1）（2）（3）之间等价。

若（4）成立，则显然有 ω = ∂∂f，则

dω = (∂ + ∂)∂∂f = 0

反之若（1）成立，即 ω是闭的，则由 Poincaré引理（叙述见 6.5节），可知存在局部定义

的实的 1-形式 ψ，使得

ω = dψ

设 ψ = φ+ ψ，其中 φ是 (1,0)-形式。又 ω是 (1,1)-形式，故

∂φ = ∂φ = 0

即 ψ = ∂φ+∂φ，再又复的 Poincaré引理（见 6.5节），存在局部定义的函数 p使得 φ = ∂p，

故

ω = ∂φ+ ∂φ = ∂∂p+ ∂∂p = ∂∂(p− p) =
√
−1∂∂f

其中 f =
√
−1(p− p)，故得证。 □
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6.4 Kähler流形

下面我们用基本形式来表示 Kähler 流形的体积元。设实坐标为 (x1, · · · , xn, y1, · · · , yn)，

复坐标为 (z1, · · · , zn)，其中 zα = xalpha +
√
−1yalpha，则体积元应为

dVg =
√

det(gij)dx
1 ∧ dy1 ∧ · · · ∧ dxn ∧ dyn

再计算

ωn

n!
=

1

n!
(
√
−1gα1β1

dzα1 ∧ dzβ1) ∧ · · · ∧ (
√
−1gαnβn

dzαn ∧ dzβn)

=
(
√
−1)n

n!
gα1β1

· · · gαnβn
dzα1 ∧ dzβ1 ∧ · · · ∧ dzαn ∧ dzβn

=
(
√
−1)n

n!

∑
α1,··· ,αn

(−1)sgn(α1,··· ,αn)(−1)m(m−1)/2det(gαβ)dz
α1 ∧ · · · ∧ dzαn ∧ dzα1 ∧ · · · ∧ dzαn

= (
√
−1)ndet(gαβ)dz

1 ∧ · · · ∧ dzn ∧ dz1 ∧ · · · ∧ dzn

= 2mdet(gαβ)dx
1 ∧ dy1 ∧ · · · ∧ dxn ∧ dyn

= dVg

故对 Kähler流形，其体积元可以用 ωn

n!
代替。

97
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6.5 复几何中的一些计算

首先我们主要利用局部坐标来进行复几何中的一些计算。

Proposition 6.6

♠

对复向量丛 E，其上的 Hermitian度量为 H，并赋予与 H 相容的联络∇E，则对对应的

联络矩阵 A和曲率形式矩阵 Ω，有 A和 Ω关于 H 是反自伴的。

证明 取一组基 s1, · · · , sr，则

dhij = h(∇Esi, sj) + h(si,∇Esj) =
∑

ωa
i haj + hibω

b
j

用矩阵表示即

dH = ATH +HA

将 d同时作用在等式两端，则

0 = ΩTH +HΩ

其中 Ω的每个位置的元素为之前定义的 Ωij。

取 s1, · · · , sr 为一组幺正基，即 H = I，则有 ΩT + Ω = 0, AT + A = 0。 □

下面取全纯丛 (E, h)上的陈联络 ∇E，并取一组全纯基 (s1, · · · , sr)，即 ∂si = 0，则立即

有联络矩阵 A中的元素 ωij 均为 (1,0)形式。上述命题的证明中我们有式子

dH = ATH +HA

取 (1,0)部分有 ∂H = ATH 故有

AT = ∂H ·H−1
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6.5 复几何中的一些计算

又对于全纯丛，∂ ◦ ∂ = ∂ ◦ ∂ = 0，故

RE = ∇E ◦ ∇E = (∂ + ∂)◦ = (∂ + ∂) = ∂ ◦ ∂ + ∂ ◦ ∂

是 (1,1)的。又

Ω = dA+ A ∧ A

故取 (1,1)部分有

Ω = ∂A

再对 Kähler流形 (M,J, g)，∇为 Levi-Civita联络，则我们知道∇g = ∇J = 0。令 R为曲

率张量，R(X,Y )Z 的定义与黎曼几何中定义一致。首先 ∇J = 0告诉我们如下性质成立：

Proposition 6.7

♠在 Kähler流形上，若 Y 是 (1,0)的，则对任意 X，有 ∇XY 也是 (1,0)的。

证明 Y ∈ T 1,0M，故 Y =
√
−1JY。为了证明原命题，只需要证∇XY −

√
−1J∇XY = 0，直

接计算即可：

∇XY −
√
−1J∇XY

= ∇XY −
√
−1(∇XJY − (∇XJ)Y )

= ∇X(Y −
√
−1JY ) +

√
−1(∇XJ)Y = 0

故得证。 □

故可以有如下记号：

∇ ∂
∂zα

∂

∂zβ
= Γγ

αβ

∂

∂zγ

类似地有

∇ ∂
∂zα

∂

∂zβ
= Γγ

αβ

∂

∂zγ
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6.5 复几何中的一些计算

同时显然有

∇ ∂
∂zα

∂

∂zβ
= ∇ ∂

∂zα

∂

∂zβ
= 0

又 Levi-Civita联络与度量相容，有

∂gαβ
∂zγ

= 〈∇ ∂
∂zγ

∂

∂zα
,
∂

∂zβ
〉 = Γδ

γαgδβ

变换指标并将 g的下标上移，即有

Γγ
αβ = gγδ

∂gβδ
∂zα

同样的计算给出 Γγ

αβ
= Γγ

αβ。

再来计算黎曼曲率张量：

R(
∂

∂zα
,
∂

∂zβ
)
∂

∂zγ
= ∇ ∂

∂zα
∇ ∂

∂zβ

∂

∂zγ
−∇ ∂

∂zβ
∇ ∂

∂zα

∂

∂zγ

= ∇ ∂
∂zα

(Γδ
βγ

∂

∂zδ
)−∇ ∂

∂zβ
(Γδ

αγ

∂

∂zδ
)

=
∂Γδ

βγ

∂zα
∂

∂zδ
+ Γδ

βγΓ
η
αδ

∂

∂zη
−
∂Γδ

αγ

∂zβ
∂

∂zδ
− Γδ

αγΓ
η
βδ

∂

∂zη

又由上面 Γγ
αβ 的表达式有

∂Γδ
βγ

∂zα
=
∂gδξ

∂zα
∂gγξ
∂zβ

+ gδξ
∂2gγξ
∂zα∂zβ

关于 α, β对称，故
∂Γδ

βγ

∂zα
− ∂Γδ

αγ

∂zβ
= 0。同理有 Γδ

βγΓ
η
αδ

∂
∂zη

−Γδ
αγΓ

η
βδ

∂
∂zη

= 0。故R( ∂
∂zα

, ∂
∂zβ

) ∂
∂zγ

= 0。

同理 R( ∂
∂zα

, ∂
∂zβ

) ∂
∂zγ

= 0。综上

R(
∂

∂zα
,
∂

∂zβ
)X = R(

∂

∂zα
,
∂

∂zβ
)X = 0

我们采取如下记号

R(
∂

∂zα
,
∂

∂zβ
)
∂

∂zγ
= Rδ

αβγ

∂

∂zδ
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6.5 复几何中的一些计算

则

R(
∂

∂zα
,
∂

∂zβ
)
∂

∂zγ
= Rδ

αβγ

∂

∂zδ

= ∇ ∂
∂zα

∇ ∂

∂zβ

∂

∂zγ
−∇ ∂

∂zβ
∇ ∂

∂zα

∂

∂zγ

= −∇ ∂

∂zβ
(Γδ

αγ

∂

∂zδ
)

= − ∂

∂zβ
(gδξ

∂gγξ
∂zα

)
∂

∂zδ

故

Rδ
αβγ

= − ∂

∂zβ
(gδξ

∂gγξ
∂zα

)

和黎曼几何中一样，我们定义 Ricci张量为

Ric(X,Y ) = tr(Z 7→ R(X,Z, Y ))

同时将 R视为 (0,4)张量，则有 R(X,Y, Z,W ) = 〈R(X,Y )Z,W 〉和局部坐标表示

Rαβγη = Rδ
αβγ

gδη = −gδη
∂

∂zβ
(gδξ

∂gγξ
∂zα

)

则有 Ricci张量的局部表示

Rαβ = Rαβγηg
γη = Rδ

αβγ
gδηg

γη

= Rγ

αβγ
= − ∂

∂zβ
(gγξ

∂gγξ
∂zα

)

= − ∂

∂zβ
∂

∂zα
(logdet(gγη))

我们定义M 上的 Ricci形式为

ρ(X,Y ) = Ric(JX, Y )

故立即有局部表示

ρ =
√
−1

∑
Rαβdz

α ∧ dzβ
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6.5 复几何中的一些计算

故立即有 Ricci形式是一个闭的 (1,1)形式。

接下来我们引入 Kähler流形上的如下一系列微分算子：

首先考虑实流形的情形

Definition 6.6

♣

定义m维实流形M 上的 Hodge星算子 ∗ : ∧rM → ∧m−rM 如下：

ω ∧ ∗τ = 〈ω, τ〉dVg ∀ω, τ ∈ ∧rM

其中 〈·, ·〉在 ∧rM 上有拓展定义：

〈ω, τ〉 =
∑

i1<···<ir,j1<···<jr

gi1j1 · · · girjrωi1···irτj1···jr

其中 ω =
∑

i1<···ir
ωi1···irdx

i1 ∧ · · · ∧ dxir，τ =
∑

j1<···jr
τj1···jrdx

j1 ∧ · · · ∧ dxjr。

不难验证 Hodge星算子有如下性质

Proposition 6.8

♠

(1) ∗1 = dVg, ∗dVg = 1

(2)对 α ∈ ∧rM，有 ∗ ∗ α = (−1)r(m−r)α

(3)∗(α + β) = ∗α + ∗β, ∗(fα) = f ∗ α(f ∈ C∞M )

(4)〈∗ω, ∗τ〉 = 〈ω, τ〉

验证是平凡的，这里省略。利用如上的 Hodge星算子我们可以定义微分算子 d的形式伴

随如下：

Definition 6.7

♣定义 d∗ : Γ(∧rM) → Γ(∧r−1M), ω 7→ (−1)m(r−1)+1 ∗ d ∗ ω为 d的形式伴随。

下面的计算说明了“伴随”一词的合理性：
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6.5 复几何中的一些计算

定义 (ω, τ) =
∫
M
〈ω, τ〉dVg。则对 τ ∈ Γ(∧r−1M), ω ∈ Γ(∧rM)，有

〈dτ, ω〉dVg = dτ ∧ ∗ω = d(τ ∧ ∗ω)− (−1)r−1τ ∧ d ∗ ω

= d(τ ∧ ∗ω)− (−1)r−1+(m−r+1)(r−1)τ ∧ ∗ ∗ d ∗ ω

= d(τ ∧ ∗ω)− (−1)m(r−1)〈τ, ∗d ∗ ω〉dVg

= d(τ ∧ ∗ω) + 〈τ, d∗ω〉dVg

故自然有

(dτ, ω) = (τ, d∗ω)

我们可以利用 d∗定义流形上的 Laplace算子

Definition 6.8

♣4 = −dd∗ − d∗d : Γ(∧rM) → Γ(∧rM)被定义为流形M 上的 Laplace算子。

4有如下性质。

Proposition 6.9

♠

(1)4与 d, d∗, ∗均可交换

(2)(4ω, τ) = (ω,4τ)

(3)若M 是闭流形，则4ω = 0当且仅当 dω = d∗ω = 0。

证明仍旧是简单的验证，在此省略。

接下来再来看复流形的情形。(M2n, J, g)为复流形，ω为基本形式，则上面的 Hodge星算

子可以表示为 θ ∧ ∗τ = 〈ω, τ〉ωn

n!
。不难看出 ∗将 (p, q)形式映为 (n− q, n− p)形式。

Definition 6.9
Lefschetz算子 Lω 定义为:

Lω : ∧p
CM → ∧p+2

C M, θ 7→ θ ∧ ω
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♣

缩并算子 ∧ω 定义为：

∧ω : ∧p
CM → ∧p−2

C M, θ 7→ (−1)p ∗ Lω ∗ θ

对 d∗和4，在复流形中也有对应的算子：

Definition 6.10

♣

∂的形式伴随为 ∂∗ : ∧p,qM → ∧p−1,qM, θ 7→ −∗∂ ∗θ。同理 ∂的形式伴随为 ∂∗ : ∧p,qM →

∧p,q−1M, θ 7→ − ∗ ∂ ∗ θ。

定义4∂ = −∂∂∗ − ∂∗∂,4∂ = −∂∂∗ − ∂
∗
∂。

同上可以验证“伴随”性质：(∂θ, τ ) = (θ, ∂∗τ), (∂θ, τ ) = (θ, ∂
∗
τ)。而对于M 是 Kähler流

形的情形，有如下的 Kähler恒等式。

Theorem 6.5 (Kähler恒等式)

♥

(1) [∂, Lω] = [∂, ω] = 0, [∂
∗
,∧ω] = [∂∗,∧ω] = 0

(2)[∂∗, Lω] =
√
−1∂, [∂∗, Lω]−

√
−1∂

(3)[∧ω, ∂] = −
√
−1∂∗, [∧ω, ∂] =

√
−1∂

∗

(4)4∂ = 4∂ = 1
2
4，且4与 ∂, ∂, ∂∗, ∂

∗
可交换。

关于4和4∂ 有下面的 Hodge定理和 Dolbeault定理。

Theorem 6.6 (Hodge)

♥

M 为紧定向的黎曼流形，若4ω = 0，则称 ω为调和形式。所有 r维的调和形式构成的

集合为Hr(M)，则有如下的直和分解

Ωr(M) = 4(Ωr(M))⊕Hr(M)

= d(Ωr−1(M))⊕ d∗(Ωr−1(M))⊕Hr(M)
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Theorem 6.7 (Dolbeault)

♥

M 为紧的 Hermitian流形，若4∂ω = 0，则称 ω为调和形式。所有调和的 (p, q)形式构

成的集合为Hp,q(M)，则有如下的直和分解

∧p,q(M) = ∂(∧p,q−1)(M))⊕ ∂
∗
(∧p,q+1(M))⊕Hp,q(M)

以上的所有算子的定义均可以自然延拓到取值为向量丛的形式当中：

对 Kähler流形M 上的向量丛 E，取其陈联络∇E，则可以将∇E 写为 (0,1)和 (1,0)部分，

其中由定义 (0,1)部分为 ∂E，为了记号方便，记 (0,1)部分为 ∂E。

首先显然 ∗, Lω,∧ω 可以通过只作用在M 上的形式的方式拓展定义到 E 取值形式上。

再定义伴随算子如下：

∇E∗ = − ∗ ∇E ∗ ∂E
∗
= − ∗ ∂E ∗ ∂∗E = − ∗ ∂E∗

并同样定义调和算子

4E = −∇E∗∇E −∇E∇E∗ 4∂
E = −∂∗E∂E =

√
−1 ∧ω ∂E∂E 4∂

E = −
√
−1 ∧ω ∂E∂E

关于如上的记号有类似于定理6.5的 Kähler恒等式，这里不再重复。

最后我们先来叙述在上一节中我们用到的 Poincaré引理：

Lemma 6.1 (Poincaré)

♥

（1）M 为一个光滑流形，θ为一个闭的 r形式，则任意 p ∈M，存在 p的邻域 U 和 U 上

定义的 r − 1形式 ψ，使得 θ = dψ。

（2）M 为一个复流形，θ是一个 ∂-闭的 (p, q)形式，则对任意的 p ∈ M，存在 p的邻域

U 和 U 上定义的 (p, q − 1)形式 ψ，使得 θ = ∂ψ。

证明 （1）的证明在微分流形课程中已经学习过，（2）的情形与（1）基本完全类似，在此省

略。 □
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在复流形上，与之类似地还有如下的 ∂∂ 引理：

Lemma 6.2

♥

M 是一个复流形，ω ∈ Ω1,1(M) ∩Ω2(M ;R)，则 ω是闭的当且仅当对任意的 p ∈M，存

在 p的一个邻域 U 和 U 上定义的实函数 u，使得 ω =
√
−1∂∂u。

证明 首先若 ω =
√
−1∂∂u，显然在 U 上

dω =
√
−1(∂ + ∂)(∂∂)u = 0

由 p的任意性，ω在M 上是闭的。

反之，若 ω是闭的，由上述 Poincaré引理的 (1)，存在 p ∈ M 和邻域 U，以及 U 上的实

的 1形式 θ，使得 ω = dθ。

令 θ = θ1,0 + θ0,1，其中 θ1,0 = θ0,1，则

dω = ∂θ1,0 + (∂θ1,0 + ∂θ0,1) + ∂θ0,1

又由于 ω是 (1,1)的，故 ∂θ1,0 = ∂θ0,1 = 0，故

ω = ∂θ0,1 + ∂θ1,0

由上述 Poincaré引理的第二条，存在 f，使得 θ0,1 = ∂f，则 θ1,0 = ∂f，故

ω = ∂θ0,1 + ∂θ1,0 = ∂∂(f − f) =
√
−1∂∂(2Imf)

则取 u = 2Imf 即可。 □

而对 Kähler流形有更强的结论如下：

Lemma 6.3

♥

(M,J, g)为 Kähler流形，φ1, φ2 ∈ Ω1,1(M,C) ∩ Ω2(M,R)，且 φ1 与 φ2 属于同于上同调

类，即存在实的 1-形式 ψ 使得 φ1 = φ2 + dψ，则存在M 上整体定义的实值函数 f，使

得 φ1 − φ2 =
√
−1∂∂f。
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证明 令 ψ = ψ0,1 + ψ1,0，其中 ∂ψ1,0 = ∂ψ0,1 = 0，同上有

φ1 − φ2 = ∂ψ1,0 + ∂ψ0,1

由如下的 Dolbeault直和分解

Ωp,q(M) = Hp,q(M)⊕ ∂
∗
Ωp,q+1(M)⊕ ∂Ωp,q−1(M)

故取 ψ0,1在如上直和分解中的调和项为 Hψ0,1,故存在整体定义的 (0,2)形式 α和函数 u使得

ψ0,1 = Hψ0,1 + ∂
∗
α + ∂u

又

(∂
∗
α, ∂

∗
α) = (∂

∗
ψ0,1, ψ0,1) = (ψ0,1, ∂ψ0,1) = 0

故 ∂
∗
α=0，则

ψ0,1 = Hψ0,1 + ∂u, ψ1,0 = Hψ0,1 + ∂u

即

φ1 − φ2 = ∂∂u+ ∂∂u = ∂∂(u− u) =
√
−1∂∂f

取 f = 2Imu即可。 □
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6.6 Clifford代数

为了后续讨论 Kervaire半示性数，我们在这一节先介绍 Clifford代数的基本概念。

设 V 为一个 m 维实欧氏空间，并在 V 上赋予欧氏度量 gV，则可以定义对偶 v∗(·) =

gV (v, ·) ∈ V ∗。我们定义 v ∈ V 在外代数 ∧∗(V ∗)上的 Clifford作用：

c(v) = v∗ ∧ (−iv) ĉ(v) = v∗ ∧ iv

首先有如下引理

Lemma 6.4

♥

对任意的 v, v′ ∈ V，有

c(v)c(v′) + c(v′)c(v) = −2gV (v, v′)

ĉ(v) + ĉ(v′) + ĉ(v′)ĉ(v) = 2gV (v, v′)

c(v)ĉ(v′) + ĉ(v)c(v) = 0

证明 注意到

[iv′ , v
∗∧] = iv′v

∗ ∧+v∗ ∧ iv′ = v∗(v′) = gV (v, v′)

即可。故

c(v)c(v′) + c(v′)c(v) = [v∗ ∧ i−v][v
′∗ ∧ i−v′ ]

= v∗ ∧ v′∗ + v∗ ∧ i−v′ + i−vv
′∗ ∧+i−v ∧ i−v′

+ v∗ ∧ v′∗ + v′∗ ∧ i−v + i−v′v
∗ ∧+i−v′ ∧ i−v

= v∗ ∧ i−v′ + i−v′v
∗ ∧+v′∗ ∧ i−v + i−vv

′∗∧

= −2gV (v, v′)

其他两个等式类似，在此省略。 □
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下面的一些代数的结果进一步告诉了我们 c和 c′的一些性质

Proposition 6.10

♠

(1)e1, · · · , em为 V 的一组标准正交基，则 End(∧∗(V ∗))由 c(ei), ĉ(ei)(i = 1, · · · ,m)生成。

(2)记 c(eI) = c(ei1) · · · c(eik), I = (i1, · · · , ik)，ĉ(eJ)同理，则

tr[c(eI)ĉ(eJ)] =


2m I = J = ∅

0 other

下面我们用 Clifford作用的语言来描述微分几何中的各种量：

对任意的 A ∈ End(V )，则可以将 A提升为 A
^
如下

A
^
(v∗,1 ∧ · · · ∧ v∗,k) =

∑
l

v∗,1 ∧ · · · ∧ (A∗v∗,l) ∧ · · · ∧ v∗,k

其中 v∗,1, · · · , v∗,k ∈ V ∗，A∗被定义为 (A∗v∗)(v) = −v∗(Av)。

用基和局部坐标的语言也可以叙述如上结果：令 e1, · · · , em 为 V 的标准正交基，则令

Aei =
∑
j

Aj
iej，则

A
^
= −

∑
i,j

Aj
ie

∗
i ∧ iej = −1

4

∑
i,j

Aj
i (ĉ(ei) + c(ei))(ĉ(ej)− c(ej))

下面令M 为 2n维闭定向流形，E为 2n维定向实向量丛，赋予了欧氏度量 gE，∇E 为一

个与 gE 相容的联络。我们记 ∇∧∗
C(E

∗)为 ∇E 在 ∧∗
C(E

∗)上的自然提升。

令 e1, · · · , e2n为 E 上的标准正交基，(ωj
i )为对应的联络矩阵，则由上面的讨论

∇∧∗
C(E

∗) = d− 1

4

2n∑
i,j=1

ωj
i (ĉ(ei) + c(ei))(ĉ(ej)− c(ej))

注意到对与度量相容的联络，联络矩阵是反对称的，故

∇∧∗
C(E

∗) = d− 1

4

2n∑
i,j=1

ωj
i (c(ei)c(ej)− ĉ(ei)ĉ(ej))
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我们有如下的命题：

Proposition 6.11

♠

对 X ∈ Γ(TM), e ∈ Γ(E)，有

[∇∧∗
C(E

∗)
X , c(e)] = c(∇E

Xe) [∇∧∗
C(E

∗)
X , ĉ(e)] = ĉ(∇E

X)

证明 首先对任意的 ω ∈ Γ(∧∗
C(E

∗))，有

∇∧∗
C(E

∗)(e∗ ∧ ω) = (∇E∗
e∗) ∧ ω + e∗ ∧∇∧∗

C(E
∗)ω

故

[∇∧∗
C(E

∗)
X , e∗∧]ω = (∇E∗

X e∗) ∧ ω

又注意到对任意 e′ ∈ Γ(E)

(∇E
Xe

∗)(e′) = X(e∗(e′))− e∗(∇E
Xe

′) = X(gE(e, e′))− gE(e,∇E
Xe

′)

= gE(∇E
Xe, e

′) = (∇E
Xe)

∗(e′)

故

[∇∧∗
C(E

∗)
X , e∗∧] = (∇E

Xe)
∗∧

另一方面，对任意 η ∈ Γ(E∗)，有

[∇∧∗
C(E

∗)
X , e∗∧], ie]η = ∇E

X(ieη)− ie(∇E∗

X η)

= X(η(e))− ie(∇E∗

X η)

= (∇E∗

X η)(e) = η(∇E
X)− (∇E∗

X )(e)

= i∇E
Xeη

则由 c和 ĉ的定义立即得到结论。 □
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在联络之后再来考虑曲率：

记 R∧∗
C(E

∗)为 ∇∧∗
C(E

∗)对应的曲率，则仍然由上面的提升方式，可以将其重新写为：

R∧∗
C(E

∗) = −1

4

2n∑
i,j=1

Ωj
i (ĉ(ei) = c(ei))(ĉ(ej)− c(ej))

同样对保度量联络，曲率形式矩阵式反对称的，故也有

R∧∗
C(E

∗) =
1

4

2n∑
i,j=1

Ωj
i (c(ei)c(ej)− ĉ(ei)ĉ(ej))

在后面证明 Gauss-Bonnet-Chern公式的过程中，我们还需要引入超向量空间的概念：

Definition 6.11

♣

V 为一个实（复）向量空间，τ ∈ End(V )，称 (V, τ)为一个超向量空间，若 τ 2 = IV，此

时称 τ 给出了 V 上的 Z2分次：

将 V 关于 τ 的特征值 ±1进行直和分解 V = V+ ⊕ V−，V+中的元素称为偶的，V−中的

元素称为奇的。

超向量空间必有直和分解，反之有直和分解（也称为 Z2 分次）的向量空间必有超向量

空间结构。

对于超向量空间 (V, τ)，定义 V 上的线性变换 A的超迹为

str[A] = tr[τA]

利用上述的语言可以自然地定义超向量丛、超联络的概念，此处不再赘述。

下面我们再用 Clifford作用的语言来处理分次结构：

对任意的 m维向量空间 V，外代数 ∧∗(V ∗)中自然有关于奇偶性的分次结构，并可以表

示为

τ̃ = (−1)m(m+1)/2c(e1) · · · c(em)ĉ(e1) · · · ĉ(em)
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而当m = 2n时，取标准正交基 (e1, · · · , e2n)，考虑复值外代数 ∧∗
C(V

∗)，定义

τ = (
√
−1)nc(e1) · · · c(e2n)

可以验证 τ 给出了复值外代数上的分次，并将该 Z2分次称为 ∧∗
C(V

∗)上的符号差分次。

命题6.11告诉我们 ∇∧∗
C(E

∗)给出了 ∧∗
C(E

∗)上的超联络。

在本节的最后，我们有类似于命题6.10的结论：

Proposition 6.12

♠

（1）V 为m维实欧氏空间，关于 ∧∗(V ∗)中的自然奇偶性分次，有

str[c(eI)ĉ(eJ)] =


(−1)m(m+1)/22m I = J = {1, · · · ,m}

0 other

（2）V 为 2m维定向欧氏空间，则关于 ∧∗
C(V

∗)中的符号差分次，有

str[c(eI)ĉ(eJ)] =


(−

√
−1)n22n I = {1, · · · , 2n}, J = ∅

0 other
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Chapter 7 Gauss-Bonnet-Chern公式

7.1 微分几何中的 Thom形式与 Euler形式

首先对M 上的一个 n维定向光滑向量丛 E，有如下形式的 Thom同构

Proposition 7.1

♠Hk(M) ' Hk+n
cv (E)(∀k)

证明 若 E和M 均紧且其紧支 de Rham上同调群均为有限维的，则连续两次运用 Poincaré对

偶：Hk+n
c (E) ' Hm+n−k−n

dR (E) ' Hm−k
dR (M) ' Hk

c (M)即得结果。对一般的情况可以考虑M

的覆盖，具体细节见 Bott和 Tu的《Differential Forms in Algebraic Topology》的第十二节。□

Remark利用 Poincaré对偶的具体形式可以计算得到 Thom同构 Φ : H∗(M) → H∗+n
cv (E)实际

上就是我们在之前定义的沿纤维积分 π∗的逆映射。具体计算在此省略。

下设M 为紧流形，E 为 r维定向光滑向量丛，则由上述命题 Φ : H0
dR(M) ' Hc

r(E)。取

[1] ∈ H0
dR(M)对应的类 τ(E) ∈ Hr

c (E)，则称 τ(E)为该向量丛的 Thom形式。

为了后面讨论的合理性，我们需要证明这里定义的 τ(E)与之前在拓扑理论中对 Thom类

的定义是等价的：

Proposition 7.2

♠

如上定义的 τ(E)是 Hr
c (E)中唯一一个限制在每个纤维 F 上均为 Hn

c (F )的生成元的形

式。

证明 由于 Thom同构 Φ = π−1
∗ ，故 π∗(τ(E)) = Φ−1(τ(E)) = 1，则 τ(E)在每个纤维上的积分
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均为 1，故在纤维上的限制为 Hn
c (F )的生成元。

反之若一个形式 η ∈ Hn
cv(E)在每个纤维上的限制为生成元，再取如上定义的 τ(E)，由

π∗τ(E) = 1，则由投射公式（见6.1），有

π∗(π
∗ω ∧ τ(E)) = ω ∧ π∗τ(E) = ω

故 Thom同构可以表示为 Φ(ω) = π∗(ω) ∧ τ(E)（注意到这与拓扑理论中的 Thom同构的形式

也具有一致性）

同时又由于 η在每个纤维上的限制为生成元，再由投射公式

π∗(π
∗ω ∧ η) = ω ∧ π∗η = ω

故 Thom同构也可以表示为 π∗(·) ∧ η，则 η = Φ−1(1) = τ(E)。 □

Corollary 7.1

♥一个形式 η ∈ Ωr
cv(E)能够代表 τ(E)当且仅当 η是闭的，且在每一个纤维上的积分为 1。

与在拓扑理论中一致地，对向量丛的一个截面 s : M → E，定义该丛的 Euler 形式为

s∗(τ(E)) ∈ Hr
dR(M)。显然由同伦不变性，Euler形式与截面的选取无关，故特别地我们可以

取 s为零截面。

下面我们采取Mathai和 Quillen的构造来建立 Thom形式和 Euler形式。

M 为一定向闭流形，π : E → M 是M 上 m维定向向量丛。∇E 是一个与度量相容的联

络，则可以提升为拉回丛 π∗E上的联络，记∇ : Ω∗(E,Λ∗(π∗E)) → Ω∗(E,Λ∗(π∗E))。此外，对

任意 s ∈ Γ(E, π∗E)，可以在 Ω∗(E,Λ∗(π∗E))上定义内乘 is。

故Ω∗(E,Λ∗(π∗E))中有如下元素：恒等截面 x∈ Ω0(E, π∗E)，|x|2 ∈ Ω0(E)，∇ x∈ Ω1(M,π∗E)

和 π∗RE ∈ Ω2(M,Λ2(π∗E))（我们在 6.2节中给出了将 RE 视为 Ω2(M,Λ2(E))中的元素的方
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7.1 微分几何中的 Thom形式与 Euler形式

法。关于如上元素我们有如下结论：

Proposition 7.3

♠

令

A =
|x|2

2
+∇x− π∗RE ∈ Ω∗(M,Λ∗(π∗E))

有

(∇+ ix)A = 0

证明 首先由联络的定义立即有

∇(|x|2) = −2ix∇x

又

∇(∇x) = ∇2x = (π∗RE)x = ixπ
∗RE

并结合 Bianchi恒等式 ∇π∗RE = 0和显然的 ix|x|2 = 0，有

(∇+ ix)A = −ix∇x+ ixπ
∗RE + ix∇x− ixπ

∗RE = 0

故得证。 □

结合如上的结果我们可以得到如下的定理，它给出了 Thom形式的具体构造

Theorem 7.1

♥

定义

U = (−1)m(m+1)/2(
√
2π)−m

∫ B

e−A ∈ Ω∗(E)

= (−1)m(m+1)/2(
√
2π)−m

∫ B

e−
|x|2
2

−∇x+π∗RE

则 U 是 E 上的 Thom形式。

证明 由推论7.1，只需证 U 是闭的，且在每个纤维上的积分为 1。
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首先由于 ix降低元素的次数，由命题6.4，有

d

∫ B

e−A =

∫ B

(∇+ ix)e
−A

故结合命题7.3

dU = (−1)m(m+1)/2(
√
2π)−m

∫ B

(∇+ix)e
−A = (−1)m(m+1)/2(

√
2π)−m

∫ B

(1−A+
1

2
A2+· · · ) = 0

再由命题6.3，显然有每个纤维上的积分为 1，故得证。 □

则现在设定向实向量丛E的维数为 2n，我们知道对任意的截面 v ∈ Γ(E)，可以定义 Euler

形式为

v∗U = (
−1

2π
)n

∫ B

exp(−|v|2

2
−∇Ev +RE) ∈ Ω2n(M)

特别地取 v = 0，则定义了关于 (E, gE,∇E)的 Euler形式

e(E, gE,∇E) = (
−1

2π
)n

∫ B

exp(RE) = (
−1

2π
)nPf(RE)

其中 Pf(RE) =
∫ B

exp(RE)。

Remark事实上可以证明 Pf(RE)对应的上同调类不依赖于 gE 与 ∇E 的选取，故可以定义向

量丛 E 的 Euler类，记为 e(E)。有关证明见下一节。

作为本节的结束我们来利用局部坐标计算上面的 Pf(RE)，这在陈省身对 Gauss-Bonnet

公式的原始证明中需要用到，可以参考其原始论文《On the curvatura integra in a Riemannian

manifold》。

我们在 6.2节中指出了将曲率 RE 视为 Ω2(M,Λ(E))中元素的方式：

RE =
1

2

j∑
i

Ωj
iei ∧ ej
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则有

Pf(RE) =

∫ B

exp(RE) =

∫ B

exp(
1

2

2n∑
i,j=1

Ωj
iei ∧ ej)

=
1

2nn!

∫ B

(
2n∑

i,j=1

Ωj
iei ∧ ej)n

=
1

2nn!

∑
i1,··· ,i2n

εi1i2···i2nΩ
i2
i1
· · ·Ωi2n

i2n−1

其中如果 i1. · · · , i2n为 {1, · · · , 2n}的一个奇排列，则令 εi1i2···i2n 为-1，若为偶排列则为 1，否

则为 0。
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7.2 Gauss-Bonnet-Chern公式的证明

本节我们来证明如下的 Gauss-Bonnet-Chern公式（对比命题4.4）：

Theorem 7.2 (Gauss-Bonnet-Chern)

♥

对 2n维闭 Riemann流形M，∇TM 为切丛 TM 上的 Levi-Civita联络，RTM 为对应曲率，

则

χ(M) = (
−1

2π
)n

∫
M

Pf(RTM)

在证明该公式之前我们首先微分几何课程中如下公式是上面的定理的特殊情况：

Theorem 7.3 (高维整体 Gauss-Bonnet公式)

♥

M 为 n维紧流形，浸入在 Rn+1中，n为偶数，则有∫
M

KndV =
vol(Sn)

2
χ(M)

证明 取 {ei}为主方向，λi为对应的主曲率，则

Ri
jkl = 〈R(ei, ej)ek, el〉

= l(ej, ek)l(ei, el)− l(ej, el)

= λiλj(δjkδil − δikδjl)

则代入 Ω的定义有

Ωj
i =

∑
kl

Ri
jklek ∧ el = 2λiλjei ∧ ej

代入上节最后 Pf(RTM)的表达式计算即可。 □

下面我来证明定理7.2。主要的思路是利用“超渡”的思想，说明我们研究的上同调在某

种对度量和联络的变化下具有不变性，从而将原本的情形转化为经过形变的度量的情形，再
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将考虑形变无穷大时的极端情形。为了展现这种思想，我们首先看一个证明中需要的引理，它

说明了 Thom类在向量丛的 Euclid度量的伸缩变化下保持不变。

Lemma 7.1

♥

对m维向量丛 E，将其上的 Euclid度量作伸缩，也即将命题7.3中的 A变化为

At =
t2|x|2

2
+ t∇x− π∗RE

此时取对应的 Thom形式

Ut = (−1)m(m+1)/2(
√
2π)−m

∫ B

e−At

有

dUt

dt
= −(−1)m(m+1)/2(

√
2π)−md

∫ B

(xe−At)

证明 由 At的定义有

dAt

dt
= t|x|2 +∇|x| = (∇+ tix)

同时用命题7.3完全一样的方法有

(∇+ tix)At = 0

故由 ix降低元素的次数和命题6.4有

dUt

dt
= (−1)m(m+1)/2(

√
2π)−m

∫ B d

dt
e−At

= −(−1)m(m+1)/2(
√
2π)−m

∫ B dAt

dt
e−At

= −(−1)m(m+1)/2(
√
2π)−m

∫ B

(∇+ tix)(xe
−At)

= −(−1)m(m+1)/2d

∫ B

(xe−At)

故得证。 □
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现在取 V 为 TM 的一个截面，其零点离散且均非退化，零点全体记为 zero(V )，则由 Euler

类的定义

e(E,∇E) = V ∗((−1)m(m+1)/2(
√
2π)−m

∫ B

e−A) = V ∗U1

和引理7.1，有 ∫
M

Pf(RTM) =

∫
M

∫ B

V ∗U1 =

∫
M

∫ B

V ∗Ut

=

∫
M

∫ B

exp(−t
2|V |2

2
− t∇TMV +RTM)

对 ∀p ∈ zero(V )，存在 p的一个小的开邻域Up和其上的一个定向坐标系 y = (y1, · · · , y2n),

使得在 Up上有

y(p) = (0, · · · , 0), V (y) = yAp∂y

其中 ∂y = ( ∂
∂y1
, · · · , ∂

∂y2n
)，Ap 为一个 2n× 2n的不依赖于 y的非退化矩阵。则将原式进行拆

分：

(− 1

2π
)n

∫
M

Pf(RTM) = (− 1

2π
)n

∑
p∈zero(V )

∫
Up

∫ B

exp(−t
2|V |2

2
− t∇TMV +RTM)

+ (− 1

2π
)n

∫
M\ ∪

p∈zero(V )
Up

∫ B

exp(−t
2|V |2

2
− t∇TMV +RTM)

由于在M \ ∪
p∈zero(V )

Up上 |V |有正的下界，故 t→ +∞时，

(− 1

2π
)n

∫
M\ ∪

p∈zero(V )
Up

∫ B

exp(−t
2|V |2

2
− t∇TMV +RTM) → 0

故只需要考虑上述分拆中的第一项，为了简化问题，我们希望在这些 Up 上 gTM 均为平

凡度量，即

gTM = (dy1)2 + · · ·+ (dy2n)2

事实上这一”修改度量”的操作是可以进行的，如下引理保证了这一点：
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Lemma 7.2

♥

若 g̃TM 为 TM 上另一个度量，∇̃TM 是 TM 上另一个保持度量 g̃TM 的联络，R̃TM 为

∇̃TM 的曲率，则存在 ω ∈ Ω2n−1(M)，使得

Pf(RTM)− Pf(R̃TM) = dω

进而 ∫
M

Pf(RTM) =

∫
M

Pf(R̃TM)

证明 首先考虑拉回丛 π∗TM → TM 的如下典范截面：

Y (y) = (π(y), y) ∈ π∗TM ∀y ∈ TM

Y 可以在 π∗ ∧∗ (TM∗)上给出 Clifford作用：

c(Y ) = Y ∗ ∧ i−Y

其中 Y ∗(·) = (π∗gTM)(Y, ·)。利用 c(Y )定义如下的一族超联络

∇T = π∗∇∧∗(TM∗) + Tc(Y ) : Ω∗(E, π∗ ∧∗ (TM∗)) → Ω∗(TM, π∗ ∧∗ (TM∗))

则

∇2
T = π∗R∧∗(TM∗) + T [π∗∇∧∗(TM∗), c(Y )]− T 2|Y |2

由于表示中 e−T 2|Y |2 项的存在，有∫
TM/M

str[exp(∇2
T )] =

∫
TM/M

e−T 2|Y |2str[exp(π∗R∧∗(TM∗) + T [π∗∇∧∗(TM∗), c(Y )])]

是良定的闭 2n次光滑形式，我们证明它所在的上同调类与 ∇TM , gTM 无关。

对另一个 ˜∇TM , g̃TM，则定义

∇E
u = (1− u)∇TM + u∇̃TM gTM

u = (1− u)gTM + ug̃TM
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7.2 Gauss-Bonnet-Chern公式的证明

则有与上面类似的一族超联络：

∇u,T = π∗∇∧∗(TM∗)
u + Tcu(Y ) : Ω∗(TM, π∗ ∧∗ (TM∗)) → Ω∗(TM, π∗ ∧∗ (TM ∗))

直接计算： ∫
TM/M

str[exp(∇2
1,T )]−

∫
TM/M

str[exp(∇2
0,T )]

=

∫ 1

0

{ ∂
∂u

∫
TM/M

str[exp(∇2
u,T )]}du

=

∫ 1

0

{
∫
TM/M

∂

∂u
str[exp(∇2

u,T )]}du

= d

∫ 1

0

{
∫
TM/M

str[exp(
∂∇u,T

∂u
∇2

u,T )]}du

故有

[

∫
TM/M

str[exp(∇2
0,T )]] = [

∫
TM/M

str[exp(∇2
1,T )]]

则任选与 gTM 相容的联络 ∇E。∀x ∈ M，则取 x 的标准正交基 {e1, · · · , e2n}，使得

(∇TMei)(x) = 0。下面记 {ω}(i)为微分形式 ω的 i次项，则有∫
TxM

{str[exp(∇2
T )]}(4n)

=

∫
TxM

{e−T 2|Y |2str[exp(π∗R∧∗(TM∗) + Tc(π∗∇TMY ))]}(4n)

=

∫
TxM

e
−T 2

2n∑
i=1

(yi)2

{str[exp(1
4

2n∑
i,j=1

Ωj
i (x)(c(ei)c(ej)− ĉ(ei)ĉ(ej)) + T

2n∑
i=1

dyic(ei))]}(4n)

=

∫
TxM

(−1)n

2n
e
−T 2

2n∑
i=1

(yi)2

{str[ 1

2nn!
(

2n∑
i,j=1

Ωj
i (x)ĉ(ei)ĉ(ej)

n

2n∏
i=1

(1 + Tdytc(ei)))]}(4n)

=

∫
TxM

(−1)nT 2n

2n
e
−T 2

2n∑
i=1

(yi)2

{str[π∗Pf(RTM)(x)ĉ(e1) · · · ĉ(e2n)
2n∏
i=1

dyic(ei)]}(4n)

= (−1

2
)n

∫
TxM

T 2ne
−T 2

2n∑
i=1

(yi)2

π∗Pf(RTM)(x) ∧ dy1 ∧ · · · ∧ dy2n · str[ĉ(e1)c(e1) · · · ĉ(e2n)c(e2n)]
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7.2 Gauss-Bonnet-Chern公式的证明

利用命题6.12，有 ∫
TxM

{str[exp(∇2
T )]}(4n)

= (−2)nPf(RE)(x)

∫
R2n

T 2ne
−T 2

2n∑
i=1

(yi)2

dy1 ∧ · · · ∧ dy2n

=(−2π)nPf(RE)(x)

也即

Pf(RE) = (−2π)−n

∫
TM/M

{str[exp(∇2
T )]}(4n)

故得证。 □

故下面我们取 g 使得在 Up 上它是平凡的，则对任意 p ∈ zero(V )，可以计算当 t → +∞

时，有

(− 1

2π
)n

∫
Up

∫ B

exp(−t
2|V |2

2
− t∇TMV +RTM)

= (− 1

2π
)n

∫
Up

∫ B

exp(−t
2|V |2

2
− tdV )

= (− 1

2π
)n

∫
Up

∫ B

exp(−t
2|yAp|2

2
− td(yAp)∂y)

= t2ndetAp(
1

2π
)n

∫
Up

exp(−t
2|yAp|2

2
)dy1 ∧ · · · ∧ dy2n

→ sgn(detAp)(
1

2π
)n

∫
R2n

exp(−|y|2

2
)dy1 ∧ · · · ∧ dy2n

= sgn(detAp)

则微分流形课程中证明过的如下定理：

Theorem 7.4 (Poincaré-Hopf)
M 为闭定向光滑流形，V 是M 上的只有非退化零点的光滑向量场，其零点集为 zero(V )，

123



7.2 Gauss-Bonnet-Chern公式的证明

♥

则有

χ(M) =
∑

p∈zero(V )

sgn(detAp)

有

(− 1

2π
)n

∑
p∈zero(V )

∫
Up

∫ B

exp(−t
2|V |2

2
− t∇TMV +RTM)

=
∑

p∈zero(V )

sgn(detAp)

= χ(M)

则综上我们证明了 Gauss-Bonnet-Chern公式。
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Chapter 8 微分几何中的陈类与 Pontrjagin类

8.1 Chern-Weil理论基本定理

假设 V 为一个向量空间，记 k-线性对称映射 p̃ : V × · · ·V → C 的全体构成的集合为

Sk(V )∗。再记 V 上所有齐次 k 次多项式全体为 Sk(V )，则对每一个 p̃ ∈ Sk(V )∗，可以定义

p(B) = p̃(B, · · · , B) ∈ Sk(V )。反之，对每一个 p ∈ Sk(V )，可以构造

p̃(B1, · · · , Bk) =
(−1)k

k!

k∑
j=1

∑
i1<···<ij

(−1)jP (Bi1 + · · ·+Bij) ∈ Sk(V )∗

下面取 V = gl(r,C)

Definition 8.1

♣

p̃ ∈ Sk(gl(r,C))∗被称为是不变的，若对任意的 g ∈ GL(r,C), Ai ∈ gl(r,C)，有

p̃(gA1g
−1. · · · , gAkg

−1) = p̃(A1, · · · , Ak)

如上所有不变的齐次 k-线性对称映射的全体记为 Ĩk(gl(r,C))。

上面的不变性的条件可以帮助我们将 p̃进行如下的扩张定义：

Proposition 8.1

♠

对任意维数为 r的复向量丛 E 和m的划分m = i1 + · · ·+ ik，ϕ̃ ∈ Ĩk(gl(r,C))可以被扩

张为

ϕ̃ : (∧i1
M ⊗ End(E))× · · · × (∧ik

M ⊗ End(E)) → ∧m
CM

证明 如下写出扩张映射的具体定义：

ϕ̃(α1 ⊗ θ1, · · · , αk ⊗ θk) = (α1 ∧ · · · ∧ αk)ϕ̃(θ1, · · · , θk)

由不变性的条件可以验证良定性，具体计算在此省略。 □



8.1 Chern-Weil理论基本定理

为了将复流形的几何结构，即联络和曲率运用到上面的结果中，我们需要如下引理

Lemma 8.1

♥

对任意维数为 r的复向量丛 E 和m的划分m = i1 + · · · + ik，ϕ̃ ∈ Ĩk(gl(r,C))，再对任

意的形式 ηj ∈ Ωij(M,End(E))，则有

dϕ̃(η1, · · · , ηk) =
k∑

j=1

(−1)

j−1∑
i=1

il
ϕ̃(η1, · · · ,∇ηj, · · · , ηk)

其中 ∇是 E 上的联络 ∇E 在 Ω∗(M,End(E))上的自然扩张，其作用为

∇η = dη + [A, η] ∀η ∈ Ω∗(M,End(E))

其中 ∇E = d+ A，A为联络 1-形式矩阵。

证明 首先显然有

dϕ̃(η1, · · · , ηk) =
k∑

j=1

(−1)

j−1∑
i=1

il
ϕ̃(η1, · · · ,∇ηj − [A, ηj], · · · , ηk)

故只需要证

k∑
j=1

(−1)

j−1∑
i=1

il
ϕ̃(η1, · · · , [A, ηj], · · · , ηk) = 0

进行如下计算：令 ηj = αj ⊗ θj，A = β ⊗ B，则

k∑
j=1

(−1)

j−1∑
i=1

il
ϕ̃(η1, · · · , [A, ηj], · · · , ηk) =

k∑
j=1

(−1)

j−1∑
i=1

il
ϕ̃(α1 ⊗ θ1, · · · , β ∧ αj ⊗ [B, θj], · · · , αk ⊗ θk)

=
k∑

j=1

β ∧ α1 ∧ · · · ∧ αkϕ̃(θ1. · · · , [B, θj], θk)

=
k∑

j=1

β ∧ α1 ∧ · · · ∧ αkϕ̃(θ1. · · · ,
d

dt
(etBθje

−tB)|t=0, θk)

= β ∧ α1 ∧ · · · ∧ αk
d

dt
|t=0ϕ̃(e

tBθ1e
−tB, · · · , etBθke−tB)

由不变性的条件，上述式子为 0，故得证。 □
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8.1 Chern-Weil理论基本定理

在如上的准备工作之后，我们来证明本节的主要定理。

Theorem 8.1 (Chern-Weil)

♥

我们有如下的同态：

fCW : Ĩk(gl(r,C)) → H2k(M ;C)

其中 fCW (ϕ̃) = [ϕ̃(Ω, · · · ,Ω)] = [ϕ(Ω)]。该同态被称为 Chern-Weil同态,并独立于∇E 的

选取。

证明 首先需要证明对任意一个 E上的联络∇E 和对应的曲率矩阵 Ω,ϕ(Ω)是闭的，这是因为

dϕ(Ω) =
k∑

j=1

ϕ̃(Ω, · · · ,∇EΩ, · · · ,Ω) = 0

第一步来自于引理8.1（此处 i1 = · · · = ik = 2），第二步来自于 Bianchi恒等式。

则我们只需要证明该同态不依赖于 ∇E 的选取，也即对两个 E 上的联络 ∇E
1 ,∇E

2，有

[ϕ(Ω1)] = [ϕ(Ω2)]。

令 A = ∇E
2 −∇E

1 ∈ Ω1(M,End(E))，则

Ω2 = (∇E
1 + A) ◦ (∇E

1 + A) = Ω1 + A ∧ A+D ◦ A+ A ◦D = Ω1 + A ∧ A+D(A)

记 ∇E
t = ∇1 + tA，对应的曲率为 Ωt，则同上

Ωt = Ω1 + tD(A) + t2A ∧ A

故有

ϕ(Ωt) = ϕ̃(Ωt, · · · ,Ωt)

= ϕ̃(RE
1 , · · · , RE

1 ) + t

k∑
j=1

ϕ̃(Ωt, · · · ,
d

dt
|t=0Ωt, · · · ,Ω1) + o(t2)

= ϕ(Ω1) + ktϕ̃(Ω1, · · · ,Ω1, D(A)) + o(t2)
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8.1 Chern-Weil理论基本定理

则有

d

dt
ϕ(Ωt)|t=t0 =

d

ds
ϕ(Ωt0+s)|s=0

= kϕ̃(Ωt0 , · · · ,Ωt0 ,∇E
t0
(A))

= kdϕ(Ωt0 , · · · ,Ωt0 , A)

故

ϕ(Ω2)− ϕ(Ω1) =

∫ 1

0

d

dt
ϕ(Ωt)dt =

∫ 1

0

kdϕ(Ωt, · · · ,Ωt, A)dt

也即 [ϕ(Ω2)] = [ϕ(Ω1)]，故得证。 □
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8.2 曲率多项式定义

8.2 曲率多项式定义

上一节的最后我们证明了Chern-Weil理论基本定理，它可以帮助我们定义陈类和陈特征。

Definition 8.2

♣

对一个 r维复向量丛，令 Φk 为如下定义的齐次 k次多项式：

det(I + tB) = 1 +
r∑

k=1

tkΦk(B)

则由 Chern-Weil理论基本定理，对任意的联络 ∇E，可以得到一个形式

ck(E,∇E) = Φk(

√
−1

2π
Ω) ∈ Ω2k(M)

此外，对所有的联络，如上的形式属于同一 de Rham上同调类

ck(E) = [ck(E,∇E)] ∈ H2k
dR(M ;C)

称为向量丛 E 的第 k陈类。

再令 Pk 为如下定义的齐次 k次多项式：

tr(etB) = P0(B) + tP1(B) + · · ·

则同上可以定义 E 的第 k陈特征为

chk(E) = [chk(E,∇E)] = [Pk(

√
−1

2π
Ω)] ∈ H2k

dR(M ;C)

当 ∇E 取为某个 Hermitian度量 h对应的陈联络时，也将 ck(E,∇E)或 chk(E,∇E)写作

ck(E, h)或 chk(E, h)。

对一个流形M 而言，定义M 的陈类与陈特征为其切丛的陈类与陈特征。

由定义我们不难写出上面的陈类和陈特征的等价表达式，即

ck(E) = [(

√
−1

2π
)k

1

k!

∑
δi1···iKj1···jk Ω

j1
i1
∧ · · · ∧ Ωjk

ik
]
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8.2 曲率多项式定义

chk(E) = [tr(

√
−1

2π
Ω ∧ · · · ∧

√
−1

2π
Ω)] = (

√
−1

2π
)k

1

k!

∑
Ωi2

i1
∧ ∧Ωi1

ik

在进一步的讨论之前，我们首先说明上面定义的各种形式实际上是实的形式，也即陈类

是实上同调类。

由命题6.6，在幺正基下，Ω = −ΩT，则

√
−1

2π
Ω =

√
−1

2π
ΩT

故

c(E,∇E) = det(I +

√
−1

2π
Ω) = det(I +

√
−1

2π
ΩT ) = det(I +

√
−1

2π
Ω) = c(E,∇E)

则 ck(E) = ck(E)，即 ck ∈ H2k(M ;R)。对陈特征通过同样的论证也有一样的结果。

我们再来验证这里定义的 R系数陈类拉回到 Z系数上与之前在拓扑理论中的陈类具有一

致性，则回忆陈类的公理化定义：

（1）c0(ω) = 1，且 ci(ω) = 0(i > n)

（2）f : B(ω) → B(ω′)来自于丛映射 ω → ω′，则 ci(ω) = f ∗(ci(ω
′))

（3）若 ω和 ω′有相同的底空间，则

ck(ω ⊕ ω′) =
k∑

i=0

ci(ω) ∪ ck−i(ω
′)

（4）对 CP1上的典范线丛 γ11，有 c1(γ
1
1) 6= 0。

第一条显然成立，则下面我们对如上的（2）（3）（4）逐一进行验证。

对第二条，只需要证明对 E 上的曲率形式 Ω，拉回丛 f ∗E 上的曲率形式为 f ∗Ω即可。
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8.2 曲率多项式定义

f ∗E E

N M

f

f

取 s = (s1, · · · , sr)为 E 的M 的一个局部平凡化邻域 U 上的标架，则显然 f ∗s为 f ∗E 在

f−1U ⊂ N 上的标架。令 A为 E上关于标架 s的联络矩阵，则自然有 f ∗A是 f ∗E上关于标架

f ∗s的联络矩阵，故 f ∗Ω为 f ∗E 上对应的曲率形式，故得证。

对第三条，设E1, E2为M 上的两个向量丛，基分别为 (e1, · · · , er1)和 (ẽ1, · · · , ẽr2)，E1, E2

上的联络为∇E
1 ,∇E

2，在上面的基下的对应联络矩阵分别为 A1, A2，曲率矩阵为 ΩE
1 ,Ω

E
2。则可

以验证在 E1 ⊕ E2的基 (e1, · · · , er1 , ẽ1, · · · , ẽr2)上，矩阵A1 0

0 A2


给出了 E1 ⊕ E2的一个联络矩阵，则 ΩE

1 ⊕ ΩE
2 为 E1 ⊕ E2的曲率矩阵，故由分块矩阵的行列

式计算

c(E1 ⊕ E2,∇E1⊕E2) = det(I +

√
−1

2π
Ω1)det(I +

√
−1

2π
Ω2) = c(E1,∇E

1 )c(E2,∇E
2 )

故 [c(E1 ⊕ E2)] = [c(E1)][c(E2)]。

对第四条，取CP1上的典范线丛 γ11，每一个纤维均为C2中过原点的直线，可以用 (ξ0, ξ1) ∈

C2表示。令 z = ξ1

ξ0
为 U = CP1 −{(0, 1)}上的坐标，s为 γ11 在 U 上的标架，在每个纤维处取

值为 s(z) = (1, z)，则 γ11 上的 Hermitian度量由

H(z) = h(s(z), s(z)) = 1 + |z|2

给出。

则由 6.5节中的计算可知 γ11 上陈联络的联络形式和曲率形式为

A = ∂H ·H−1 =
zdz

1 + |z|2
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8.2 曲率多项式定义

和

Ω = ∂A =
−dz ∧ dz
(1 + |z|2)2

为了计算方便，采用极坐标 (r, t)，则由 z = re2πit

c1(γ
1
1) = [−

√
−1

2π

−dz ∧ dz
(1 + |z|2)2

] = [
−2rdr ∧ dt
(1 + r2)2

]

则 ∫
CP1

c1(γ
1
1) =

∫
U

c1(γ
1
1) = −

∫ 1

0

∫ +∞

0

2r

(1 + r2)2
drdt = −1 6= 0

故 c1(γ
1
1) 6= 0，则得证。

对于实向量丛而言，我们仍然可以利用之前的定义

p(E) = c(E ⊗ C)

来定义 Pontrjagin类。

但利用上面的这个式子我们很容易看出 Pontrjagin类也可以有如下的多项式类型定义：

p(E,∇E) = det((I − (
RE

2π
)2)

1
2 )

对于对偶丛的陈类，我们有如下结论：

Proposition 8.2

♠

对 r维复向量丛 E 及其对偶丛 E∗，有

cj(E
∗) = (−1)jcj(E)

证明 取 E 的一组基 (e1, · · · , er)与对应的联络形式矩阵 A，设 E∗上的联络为∇∗，对应曲率

矩阵为 Ω∗，在对偶基 (e∗1, · · · , e∗r) = (θ1, · · · , θr)下的联络形式矩阵为 A∗ = A∗
ik，则

A∗
ikδ

k
j = A∗

ikθ
k(ej) = ∇∗θi(ej) = −θi(∇ej) = −θi(Ak

j ek) = −Ai
j

132



8.2 曲率多项式定义

故 A∗ = −AT，则

Ω∗ = dA∗ + A∗ ∧ A∗ = −dAT − AT ∧ AT = −ΩT

则类似于上面的计算有 cj(E
∗) = (−1)jcj(E)。 □

对陈特征也有一些简单的结论，这里直接不加证明地给出：

Proposition 8.3

♠

(1)ch(E) = rank(E) + c1(E) +
c21(E)−c2(E)

2
+

c31(E)−3c1(E)c2(E)+3c3(E)

6
+ · · ·

(2)ch(E1 ⊕ E2) = ch(E1) + ch(E2)

(3)ch(E1 ⊗ E2) = ch(E1)ch(E2)

由 6.5节中的计算可知，对全纯丛 E 和其上的 Hermitian度量 h，其陈联络∇E 对应的曲

率形式是 (1,1)的，故 ck 是 (k, k)的，且有

c1(E, h) =

√
−1

2π

∑
k

Ωkk =

√
−1

2π

∑
Rαβdz

α ∧ dzβ

反之有如下结论：

Proposition 8.4

♠

M 为紧 Kähler流形，E 为M 上全纯丛，则对任意能够表示 c1(E)的闭的实 (1,1)形式

ϕ，存在 E 上的 Hermitian度量 h，使得 ϕ = c1(E, h)。

证明 设 ϕ有如下形式

ϕ =

√
−1

2π

∑
Sαβdz

α ∧ dzβ

再任取一个 Hermitian度量 h′，并令其对应的 Ricci形式为
∑√

−1Rαβdz
α ∧ dzβ，则由引

理6.3，存在M 上的实值函数 f 使得

∑
(Rαβ − Sαβ)dz

α ∧ dzβ = ∂∂f
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8.2 曲率多项式定义

也即

Rαβ − Sαβ = ∂α∂βf

又由 6.5节中的计算可知

Rαβ = −
√
−1∂α∂β(logdet(h

′
ij
))

则取 h = e
f
r h′，则 det(hij) = efdet(h′

ij
)，故 h′为所求。 □

上面的命题的特例就是Ricci形式。在 6.5节中，我们已经计算得到对Kähler流形 (M,J, g)

与其上的 Levi-Civita联络 ∇，对应的曲率为 Ω，则

√
−1

∑
k

Ωkk =
√
−1

∑
Rαβdz

α ∧ dzβ = ρ

故 ρ ∈ 2πc1(M)。反之，有如下的 Calabi-Yau定理：

Theorem 8.2 (Calabi-Yau)

♥

(M,h0)为 Kähler流形，则对任意的实 (1,1)形式 ψ ∈ 2πc1(M),存在唯一的 Kähler度量

h与 h0属于同一上同调类（这里自然地将度量视为 (1,1)形式），使得在 h下的 Ricci形

式 ρ(h) = ψ。

证明 不妨记 h0 =
√
−1(g0)ijdz

i ∧ dzj。由引理6.3，存在M 上的实值函数 ϕ和 F 使得

h = h0 +
√
−1∂∂ϕ

和

ρ(h0) = ψ +
√
−1∂∂F

则 ρ(h) = ψ等价于 ρ(h)− ρ(h0) = ψ − ρ(h0)。又利用

ρ(h) = −
√
−1∂∂logdet(h)
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8.2 曲率多项式定义

即等价于

−
√
−1∂∂log

deth

deth0
= −

√
−1∂∂F

故

log
deth

deth0
= F + c

其中 c ∈ C为常数，我们要求对 F 进行如下的单位化：∫
M

(eF − 1)hn0 = 0

则可确定唯一的 c，为了方便下面将其并入 F，则原命题等价于

det(h0 +
√
−1∂∂ϕ)

deth0
= eF

故最终划归为方程

det((g0 + ϕ)ij) = eFdet((g0)ij)

该方程被称为蒙日-安培方程。Calabi-Yau定理即为该方程的解的存在唯一性问题，具体

的证明参见 Yau的原始论文。 □
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8.3 消灭定理

本节我们来讨论消灭定理。所谓的消灭定理指的是上同调群的“消灭“，即在某些条件之

下，一些与上同调群有关的量会变成 0，从某种程度上而言这与拓扑理论中的障碍作用有一定

的相似之处。下面我们先来看一个”消灭“的例子：

M 是一个 n维复流形，E 是M 上的 r维 Hermitian丛，∇为与度量 h相容的联络,曲率

为 R。对一组基 s = (s1, · · · , sr)和 ξ =
∑
ξisi ∈ Ω0(E)，我们知道有

∇ξ =
∑

(dξ +
∑

ωi
jξ

j)si

根据 (1,0)形式和 (0,1)形式进行分划，则有

∇1,0ξ =
∑

(∂ξi +
∑

ωi
jξ

j)si,∇0,1 =
∑

∂ξisi

则分别采用如下记号

∂ξi +
∑

ωi
jξ

j =
∑

∇αξ
idzα, ∂ξi =

∑
∇βξ

idzβ

再回忆我们定义曲率

R(sj) =
∑

Ωi
jsi

其中

Ωi
j =

∑
Ri

αβj
dzα ∧ dzβ

我们有

Proposition 8.5
ξ是 (E, h)上的全纯截面，则

∂∂h(ξ, ξ) = h(∇1,0ξ,∇1,0ξ)− h(R(ξ), ξ)
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8.3 消灭定理

♠

在局部坐标下，即

∂2h(ξ, ξ)

∂zα∂zβ
=

∑
hij∇αξ

i∇βξ
j −

∑
hikR

i
αβj
ξjξ

k

证明 对函数 f 显然有 ∂∂f = ∇0,1∇1,0f，取 f = h(ξ, ξ)，并注意到 ∇0,1ξ = ∇1,0ξ = 0，有

∂∂h(ξ, ξ) = −∂∂h(ξ, ξ) = −∇0,1∇1,0h(ξ, ξ)

= −∇0,1h(∇1,0ξ, ξ) = −h(∇0,1∇1,0ξ, ξ) + h(∇1,0ξ,∇1,0ξ)

又由于

∇0,1∇1,0ξ = ∇0,1ξ +∇0,1ξ = ∇∇ξ = R(ξ)

故得证。 □

现在再取 g为底流形M 上的 Hermitian度量

g =
∑

gαβdz
αdzβ

则定义

Ki
j =

∑
gαβRi

αβj
, Kjk =

∑
hikK

i
j

则 K = (Ki
j)定义了 E 的一个自同态，K̂ = (Kjk)定义了 E 的 Hermitian形式如下：

K(ξ) =
∑

Ki
jξ

jsi K̂(ξ, η) =
∑

Kjkξ
jηk

我们称 K 为 E 的平均曲率，K̂ 为平均曲率形式。

利用上面的记号我们给出如下的定理，它初步告诉了我们平均曲率对全纯截面的限制作

用：
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8.3 消灭定理

Theorem 8.3

♥

(E, h)为紧 Hermitian流形 (M, g)上的 Hermitian丛，∇是与 h相容的联络，R为曲率，

K̂ 为平均曲率形式。则

（1）若 K̂ 在M 上处处半负定，则任意 E 上的全纯截面是平行的，即

∇ξ = 0

且

K̂(ξ, ξ) = 0

（2）若 K̂ 在M 上处处半负定，且在某点处负定，则 E 上无非零的全纯截面。

证明 我们首先需要如下偏微分方程中的引理

Lemma 8.2

♥

U 为 Rm 中的区域，f, gij, hi(1 ≤ i, j ≤ m)均为 U 上的实光滑函数，(gij)是对称矩阵，

且在 U 上处处正定。若在 U 上有

L(f) =
∑

gij
∂2f

∂xi∂xj
+
∑

hi
∂f

∂xi
≥ 0

且在 U 的内部 f 可以取到局部最大值，则 f 是常值函数。

则对定理的（1），令 f = h(ξ, ξ), gij = gαβ, hi = 0，令 A是 f 在M 上的最大值，取任意

x0使得 f(x0) = A，并取 U 为 x0的一个坐标邻域，则运用命题8.5，有

L(f) =
∑

gαβ∂α∂βh(ξ, ξ) =
∑

gαβhij∇αξ
i∇βξ

j −
∑

gαβhikR
i
αβj
ξjξ

k

令

||∇1,0ξ||2 =
∑

gαβhij∇αξ
i∇βξ

j

则有

L(f) = ||∇1,0ξ||2 − K̂(ξ, ξ) ≥ 0
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8.3 消灭定理

由引理8.2，在 U 上恒有 f = A，故 f−1(A)是开的，同时显然 f−1(A)也是闭的，故在M

上 f 恒等于 A，故 L(f) = 0，由 L(f)的表达式可知

||∇1,0ξ||2 = K̂(ξ, ξ) = 0

故 ∇1,0ξ = 0，又 ξ全纯，即 ∇0,1ξ = 0，故 ∇ξ = 0。

对定理的（2），若 ξ为非零的全纯截面，由（1）ξ是平行的，则 ξ处处非零，再由 K̂(ξ, ξ) = 0

可知 K̂ 是处处非负定的，矛盾！。 □

下面的推论将陈类与如上的“消灭”现象建立联系：

Corollary 8.1

♥

(F, h)是紧复流形M 上的 Hermitian线丛。若在任意的 x ∈ M，第一陈形式 c1(F, h)在

某一个方向是负的，即

c1(F, h)(X,X) < 0(∃X ∈ TxM)

则 F 上无非零的全纯截面。

证明 对于线丛，曲率形式可以局部写成

Ω =
∑

Rαβdz
α ∧ dzβ

由条件，在每一点处，(Rαβ)的特征值中都至少有一个是负的，则我们可以选取M 上的 Her-

mitian度量 gαβ 使得平均曲率 K =
∑
gαβRαβ 是处处负定的，则由定理8.3即得结果。 □

在Kähler流形的情况下，我们可以利用如下的记号来重新书写上述结果。(M, g)是Kähler

流形，ω是基本形式，对全纯丛 E，我们定义 E 的度为

deg(E) =

∫
M

c1(E) ∧ ωn−1
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8.3 消灭定理

首先我们需要一个来自于局部计算的命题

Proposition 8.6

♠

对线丛 (F, h)和其上的一个截面 ξ，有

√
−1∂∂h(ξ, ξ) ∧ ωn−1 =

1

n
(||∇1,0ξ||2ωn − 2nπ||ξ||2c1(F, h) ∧ ωn−1)

证明 我们取 θ1, · · · , θn为M 上余切丛的一组标架，使得

ω =
√
−1

∑
θα ∧ θα

则对任意的 (1,1)形式 α =
√
−1

∑
aαβθ

α ∧ θβ，有

α ∧ ωn−1 =
1

n

∑
aααω

n

取 α =
√
−1∂∂h(ξ, ξ)有

√
−1∂∂h(ξ, ξ) ∧ ωn−1 =

1

n
(||∇1,0ξ||2 − K̂(ξ, ξ))ωn

再取 α = c1(F, h) =
√
−1
2π

∑
Rαβθ

αθ
β
有

c1(F, h) ∧ ωn−1 =
1

2nπ
(
∑

Rαα)ω
n

再计算线丛中的平均曲率形式

K̂(ξ, ξ) =
∑

gαβhikR
i
αβj
ξjξ

k

=
∑

Rαα||ξ||2

故有

√
−1∂∂h(ξ, ξ) ∧ ωn−1 =

1

n
(||∇1,0ξ||2ωn − 2nπ||ξ||2c1(F, h) ∧ ωn−1)

则得证。 □

利用命题8.4，存在 Hermitian度量 h，使得 c1(F, h)是调和形式。又M 是紧的，故存在常
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8.3 消灭定理

数 c使得 ∑
Rαα ≡ c

利用这一结果由上面的证明有：

2nπc1(F, h) ∧ ωn−1 = (
∑

Rαα)ω
n = cωn

两边积分有

2nπdeg(F ) =

∫
M

cωn

故由命题8.6

0 =

∫
M

||∇1,0ξ||2 − c||ξ||2)ωn

由上面的式子我们立即得到如下的结果：

Theorem 8.4

♥

F 是紧 Kähler流形M 上的全纯线丛，则

（1）若 deg(F ) < 0，则 F 上没有非零的全纯截面；

（2）若 deg(F ) = 0，则 F 上的全纯截面要么恒为零，要么没有零点;此外，F 上

的全纯截面均为平行的。

Corollary 8.2

♥

M 为一个紧 Kähler流形，且切丛的度是正的。令 KM = ∧nT ∗M 为 M 上的一个线丛，

Km
M = K⊗m

M ，则有

Pm = dimH0(M,Km
M) = 0

证明 注意到 c1(M) = −c1(KM)即可。 □
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8.3 消灭定理

下面我们再定义线丛的正负性

Definition 8.3

♣

对 n维紧 Kähler流形M 上的全纯线丛 F，其第一陈类可以由如下的实的闭 (1,1)形式

代表：

ϕ =

√
−1

2π

∑
ϕαβdz

α ∧ zβ

若在M 上，Hermite矩阵 (ϕαβ)是处处（半）负（正）定的，则称 F 是（半）负（正）的。

关于正的线丛我们有如下的小平-中野消灭定理。

Theorem 8.5 (Kodaira-Nakano)

♥

L是紧 Kähler流形M 上的正线丛，则

Hp(M,Ωq(L)) = 0 ∀p+ q > n

为了证明之，我们需要如下的 Nakano恒等式

Lemma 8.3 (Nakano恒等式)

♥

ϕ ∈ Ωp,q(M,L)，H 为 L上的 Hermitian度量，∇为对应的陈联络，R为对应曲率。则

((
√
−1 ∧ω R−

√
−1R∧ω)ϕ, ϕ) = ||∂Lϕ||2 + ||∂∗Lϕ||2 − ||∂Lϕ||2 − ||∂∗Lϕ||2

证明 首先由于

Rϕ = (∂L∂L + ∂L∂L)ϕ

有

(
√
−1 ∧ω Rϕ,ϕ) = (

√
−1(∧ω∂L − ∂L∧ω)∂Lϕ, ϕ) + (

√
−1∂L ∧ω ∂Lϕ, ϕ)

+ (
√
−1(∧ω∂L − ∂L∧ω)∂Lϕ, ϕ) + (

√
−1∂L ∧ω ∂Lϕ, ϕ)

注意到 Kähler恒等式

√
−1[∧ω, ∂L] = −∂∗L

√
−1[∧ω, ∂] = ∂∗L
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8.3 消灭定理

故有

(
√
−1 ∧ω Rϕ,ϕ) = (−∂∗L∂Lϕ, ϕ) + (

√
−1∂L ∧ω ∂Lϕ, ϕ) + (∂∗L∂Lϕ, ϕ) + (

√
−1∂L ∧ω ∂Lϕ, ϕ)

同样的方法可以证明

(
√
−1R ∧ω ϕ, ϕ) = (−∂L∂

∗
Lϕ, ϕ)− (

√
−1∂L ∧ω ∂Lϕ, ϕ) + (∂L∂

∗
Lϕ, ϕ)− (

√
−1∂L ∧ω ∂Lϕ, ϕ)

两式相加即得结果。 □

回到定理8.5的证明：

利用 Dolbeault直和分解定理，我们只需要证明 √,q(M,L) = ′即可。考虑 (p, q)的调和

形式 ϕ使得4∂ϕ = 0。

首先有 ∂Lϕ = ∂
∗
Lϕ = 0，故代入 Nakano恒等式，有

((
√
−1 ∧ω R−

√
−1R∧ω)ϕ, ϕ) = ||∂Lϕ||2 + ||∂∗Lϕ||2 ≥ 0

又由线丛的正性条件，
√
−1R > 0，故可以在M 上取 Kähler度量，使得 ω =

√
−1R ,故

((
√
−1 ∧ω R−

√
−1R∧ω)ϕ, ϕ) = ((∧ωLω − Lω∧ω)ϕ, ϕ) = (n− p− q)||ϕ||2 ≥ 0

故只能 ϕ = 0，原定理得证。 □

小平消灭定理有如下一般形式：

Theorem 8.6

♥

M 为一个 n维的射影代数流形，F 为其上一个线丛，若

（1）对M 上的任意一个曲线 C，有
∫
C
c1(F ) ≥ 0

（2）
∫
M
c1(F )

n > 0

则 Hq(M,Ωn(F )) = 0(q ≥ 1)。

Gigante和 Girbau对上面的8.5进行了加强，为此我们需要定义第一陈类的秩：

143



8.3 消灭定理

若第一陈类由如下的实的闭 (1,1)形式代表：

ϕ =

√
−1

2π

∑
ϕαβdz

α ∧ zβ

若矩阵 (ϕαβ)在M 上是处处半正 (负)定的，且秩恒大于等于 k，则记 c1(F ) ≥ (≤)0，且

rankc1(F ) ≥ k。利用这一记号我们可以叙述如下的定理：

Theorem 8.7 (Gigante-Girbau)

♥

若M 为紧 Kähler的，L为其上线丛，且 c1(L) ≤ 0, rankc1(L) ≥ k，则

Hq(M,Ωp(L)) = 0 ∀p+ q ≤ k − 1

不难看出该定理蕴含了前面的 Kodaira-Nakano消灭定理。该定理的证明需要对上面介绍

的 Nakano恒等式进行更精细化的处理，此处省略具体细节。

在本节的最后我们看一个实流形的关于 Pontrjagin类的消灭现象。

Theorem 8.8 (Bott)

♥

M为一个实流形，F 为其切丛 TM的可积子丛，则若 2(i1+· · ·+ik) > dim(M)−rank(F )，

则在 H
4(i1+···+ik)
dR (M ;R)中有

pi1(TM/F ) · · · pik(TM/F ) = 0

证明 取定 TM 上的 Riemann度量 gTM，并在此度量下作正交分解 TM = F ⊕ F⊥，自然地

可以将 TM/F 与 F⊥等价起来。

取 ∇TM 为 TM 上的 Levi-Civita 联络，gF , gF⊥
为子丛上自然继承的度量，并记 TM 到

F, F⊥上的投影为 p, p⊥，则

∇F = p∇TMp ∇F⊥
= p⊥∇TMp⊥

可以验证 ∇F ,∇F⊥
为 F, F⊥上的联络，且分别与 gF , gF

⊥
相容。
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故原命题转化为：存在 ω ∈ Ω∗(M)，使得

pi1(F
⊥,∇F⊥

) · · · pik(F⊥,∇F⊥
) = dω

利用 Chern-Weil理论，只需要找到一个 F⊥上的新的联络 ∇̃F⊥
，使得

pi1(F
⊥, ∇̃F⊥

) · · · pik(F⊥, ∇̃F⊥
) = 0

我们具体构造 ∇̃F⊥
如下：

对 X ∈ Γ(TM), U ∈ Γ(F⊥)，若 X ∈ Γ(F )，定义

∇̃F⊥

X U = p⊥[X,U ]

若 X ∈ Γ(F⊥)，定义

∇̃F⊥

X U = ∇F⊥

X U

仍然可以验证 ∇̃F⊥
是一个联络，且记 R̃F⊥

为之曲率。

对任意的 X,Y ∈ Γ(F ), Z ∈ Γ(F⊥)，则计算

R̃F⊥
(X,Y )Z = ∇̃F⊥

X ∇̃F⊥

Y Z − ∇̃F⊥

Y ∇̃F⊥

X Z − ∇̃F⊥

[X,Y ]Z

= ∇̃F⊥

X p⊥[Y, Z]− ∇̃F⊥

Y p⊥[X,Z]− p⊥[[X,Y ], Z]

= p⊥([X, p⊥[Y, Z]] + [Y, p⊥[Z,X]] + [Z, [X,Y ]])

= p⊥([X, [Y, Z]] + [Y, [Z,X]] + [Z, [X,Y ]])− p⊥[X, p[Y, Z]]− p⊥[Y, p[Z,X]]

= 0

上面的计算中使用了 Jacobi恒等式和 Frobenius的可积性等价条件。
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记 F⊥的对偶丛为 F⊥,∗，故

R̃F⊥ ∈ Γ(F⊥,∗) ∧ Ω∗(M,End(F⊥))

故立即有

pij(F
⊥, ∇̃F⊥

) ∈ Γ(∧2ij(F⊥,∗)) ∧ Ω∗(M)

则

pi1(F
⊥, ∇̃F⊥

) · · · pik(F⊥, ∇̃F⊥
) ∈ Γ(∧2(i1+···+ik)(F⊥,∗)) ∧ Ω∗(M)

又由于 rank(F⊥) = dimM − rank(F )，故当 2(i1 + · · ·+ ik) > dimM − rank(F )时，显然

pi1(F
⊥, ∇̃F⊥

) · · · pik(F⊥, ∇̃F⊥
) = 0

故原命题得证。 □
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8.4 陈类与 Hermitian-Einstein向量丛

在 n维紧 Hermitian流形 (M, g)上有 r维的 Hermitian全纯丛 (E, h)，并在 E 上赋予陈联

络 ∇，对应的曲率为 R。首先回忆我们之前定义的平均曲率 K,它可以表示为

K =
√
−1 ∧ω R

或者

Kωn =
√
−1nR ∧ ωn−1

我们称E满足若 Einstein条件，若K = ϕIE，其中ϕ是M上的实值函数；若ϕ为常数 c，则称满

足 Einstein条件，此时称E为Hermitian-Einstein向量丛。这一节我们来建立Hermitian-Einstein

向量丛上的关于陈类的不等式。

首先取 (s1, · · · , sr)为 (E, h)的酉基，θ1, · · · , θn为 T ∗M 的一组基，使得 ω =
√
−1

∑
θα∧

θ
α
，我们定义如下记号：

||R||2 =
∑

|Ri
αβj

|2

||K||2 =
∑

|Ki
j|2 =

∑
|Ri

ααj|2

||ρ||2 =
∑

|Ri
αβi

|2 =
∑

|Rαβ|2 σ =
∑

Rαα

首先需要一个计数得出的公式

Lemma 8.4

♥

n(n− 1)θα ∧ θβ ∧ θγ ∧ θδ ∧ ωn−2 =



− ωn α = β 6= γ = δ

ωn α = δ 6= β = γ

0 other
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下面我们来证明本节的主要不等式之一

Theorem 8.9 (Lubke)

♥

若 (E, h)满足若 Einstein条件，则∫
M

{(r − 1)c1(E, h)
2 − 2rc2(E, h)} ∧ ωn−2 ≤ 0

证明 (E, h)满足若 Einstein条件，则 Kj
i = ϕδji，故

||K||2 = rϕ2, σ = rϕ

也即

r||K||2 = σ2

我们再来利用引理8.4计算第一和第二陈类：

c1(E, h)
2 ∧ ωn−2 = − 1

4π2

∑
Ωi

i ∧ Ωj
j ∧ ωn−2

= − 1

4π2

∑
RαβRγδθ

α ∧ θβ ∧ θγ ∧ θδ ∧ ωn−2

=
1

4n(n− 1)π2

∑
(RααRγγ −RαγRγα) ∧ ωn

=
1

4n(n− 1)π2
(σ2 − ||ρ||2)ωn

c2(E, h) ∧ ωn−2 = − 1

8π2

∑
Ωi

j ∧ Ωj
i ∧ ωn−2

= − 1

8π2

∑
RijαβRjiγδθ

α ∧ θβ ∧ θγ ∧ θδ ∧ ωn−2

=
1

8n(n− 1)π2

∑
(RijααRjiγγ −RijαγRjiγα) ∧ ωn

=
1

8n(n− 1)π2
(||K||2 − ||R||2)ωn

故有

{(r − 1)c1(E, h)
2 − 2rc2(E, h)} ∧ ωn−2 =

1

4n(n− 1)π2
(||ρ||2 − r||R||2)ωn
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8.4 陈类与 Hermitian-Einstein向量丛

最后只需证明 r||R||2 − ||ρ||2 ≥ 0即可。

||R||2 − 1

r
||ρ||2

=
∑

|Ri
αβj

|2 + 1

r

∑
|Rαβ|2 −

2

r

∑
|Rαβ|2

=
∑

|Ri
αβj

− 1

r
δjiRαβ|2 ≥ 0

故原不等式得证。 □
Corollary 8.3

♥

(E, h)为 n维紧 Kähler流形M 上的 Hermitian丛且满足 Einstein条件，若 c1(E) = 0，则∫
M

c2(E) ∧ ωn−2 ≥ 0

且取等当且仅当 E 是平坦的。

证明 不等式的部分是上面定理的特殊情况，故只需要验证取等条件。

若取到等号，则由定理8.9的证明，可以知道有

Ri
αβj

=
1

r
δijRαβ

又 h满足 Einstein条件，故立即有

σ = rc

为常数 又由于

√
−1nR ∧ ωn−1 = Kωn = cIEω

n

两边取迹即有

√
−1ntrR ∧ ωn−1 = rcωn = σωn

又由于 c1(E) = 0，故

c

∫
M

σωn = 0
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8.4 陈类与 Hermitian-Einstein向量丛

故 σ = 0。又利用 Lubke不等式证明中用到的恒等式

0 = c1(E)
2 ∧ ωn−2 =

1

4n(n− 1)π2
(σ2 − ||ρ||2)ωn

故 ρ = 0，则 R = 0，故 E 是平坦的。 □

Corollary 8.4

♥对紧 Kähler流形M，若 c1(M) = c2(M) = 0，则M 是平坦的。

对于切丛的情形，如下的不等式比先前的 Lubke更强：

Theorem 8.10 (Chen-Ogiue)

♥

(M, g)为 n维紧 Kähler-Einstein流形，则∫
M

{nc1(M)2 − 2(n+ 1)c2(M)} ∧ ωn−2 ≤ 0

证明 在切丛的情形下，E = TM, h = g，且有

Rijkl = Rklij

故有

Kij = Rij

特别地

||K||2 = ||ρ||2

则

(n+ 1)||R||2 − 2||K||2 = (n+ 1)||R||2 − 2

n
σ2

又由于M 满足 Einstein条件，故

Kj
i =

σ

n
δji σ2 = n||K||2
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8.4 陈类与 Hermitian-Einstein向量丛

故回代到 Lubke不等式的证明中关于第一。第二陈类的计算式中有：

c1(M)2 ∧ ωn−2 =
1

4nπ2
||K||2ωn

c2(M) ∧ ωn−2 =
1

8n(n− 1)π2
((n− 2)||K||2 + ||R||2)ωn

则直接计算即有

{nc1(M)2 − 2(n+ 1)c2(M)} ∧ ωn−2 =
1

4n(n− 1)π2
(
2

n
σ2 − (n+ 1)||R||2)ωn

注意到

||R||2 − 2

n(n+ 1)
σ2 = ||T ||2 ≥ 0

其中 Tijkl = Rijkl − 1
n(n+1)

(δijδkl + δilδjk)σ。故原不等式得证。 □
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Chapter 9 其他示性类及应用

9.1 其他示性类

对于流形的切丛，有许多具有特殊意义的示性类，本节中予以简单介绍。

一、L类：

考虑函数

L(x) =
x

tanh(x)

故我们可以定义关于联络 ∇TM 的 L-形式为

L(TM,∇TM) = det

(( √
−1
2π
RTM

tanh(
√
−1
2π
RTM)

) 1
2

)
∈ Ω∗(M)

特别地，当M 为四维流形时，

{L(TM,∇TM)}(4) = 1

3
p1(TM,∇TM)

由 Chern-Weil理论，可以得到与联络选取无关的 de Rham上同调类 L(TM)，并且有如下

定义的

L(M) = 〈L(TM), [M ]〉 =
∫
M

L(TM,∇TM)

被称为流形M 的 L-亏格。



9.1 其他示性类

L类与流形的符号差有紧密的联系，符号差的概念如下：

设M 为 4m维的定向闭 Riemann流形，则我们有如下二次型：

B : H2m
dR (M ;R)×H2m

dR (M ;R) → R

([ω], [ω′]) 7→
∫
M

ω ∧ ω′

则定义M 的符号差为该二次型的符号差，记为 Sign(M)。

Hirzeburch证明了如下的定理：

Theorem 9.1 (Hirzebruch符号差定理)

♥

M 为一个 4m维定向闭流形，则有

Sign(M) = L(M)

该定理的证明这里省略。它告诉了我们对于定向闭流形，其 L-亏格是整数，这是一个非

常不平凡的结论。

与之相似地还有如下的 L̂形式：

L̂(TM,∇TM) = det

(( √
−1
2π
RTM

tanh(
√
−1
4π
RTM)

) 1
2

)
∈ Ω∗(M)

再次由 Chern-Weil理论，它给出了一个与切丛上联络无关的上同调类 L̂(TM)，称为流形

M 的 L̂类。

二、 Â类

联系于如下函数：

Â(x) =
x
2

sinh(x
2
)

可以定义关于联络 ∇TM 的 Â形式

Â(TM,∇TM) = det

(( √
−1
4π
RTM

sinh(
√
−1
4π
RTM)

) 1
2

)
∈ Ω∗(M)
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9.1 其他示性类

并可以得到对应的与联络无关的 de Rham上同调类 Â(TM)。当M 为四维流形的时候，可

以验证

{Â(TM,∇TM)}(4) = − 1

24
p1(TM,∇TM)

当M 是定向闭流形的时候，则可以定义 Â-亏格为

Â(M) = 〈Â(TM), [M ]〉 =
∫
M

Â(TM,∇TM)

故M 为四维定向闭流形时有

L(M) = −8Â(M)

关于 Â-亏格也有如下的整性定理

Theorem 9.2 (Borel,Atiyah,Hirzebruch)

♥

若M 是闭的自旋流形（关于自旋流形的定义可以参考最后一节），则有

Â(M) ∈ Z

若此外还有 dim(M)模 8余 4，则 Â(M)为偶数。

结合上面的式子有

Corollary 9.1 (Rokhlin)

♥四维光滑闭自旋流形的符号差为 16的倍数。

三、Todd类

联系于函数

Td(x) =
x

1− e−x
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9.1 其他示性类

同上定义关于联络 ∇TM 的 Td-形式为

Td(M,∇TM) = det
( √

−1
2π
RTM

1− exp(−
√
−1
2π
RTM)

)
∈ Ω∗(M)

并有对应的与联络选取无关的上同调类 Td(TM)。

M 为闭流形时，定义 Td-亏格如下：

Td(M) = 〈Td(TM), [M ]〉 =
∫
M

Td(TM,∇TM)

关于 Todd类有如下的 Riemann-Roch公式：

Theorem 9.3 (Riemann-Roch)

♥

E 为紧复流形M 上的全纯丛，定义丛的欧拉示性数

χ(M,E) =
∑

(−1)idimH i(M,E)

则有

χ(M,E) =

∫
M

td(M)ch(E)
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9.2 Kervaire半示性数

9.2 Kervaire半示性数

首先给出 Kervaire半示性数的概念。

Definition 9.1

♣

M 为 4q + 1维的定向光滑闭流形，则定义M 的Kervaire半示性数k(M) ∈ Z2为

k(M) ≡
2q∑
k=0

dimH2i
dR(M ;R) mod 2

关于 Kervaire半示性数有如下的 Atiyah消灭定理：

Theorem 9.4 (Atiyah)

♥若 4q + 1维定向闭流形上有两个线性无关的向量场，则 k(M) = 0。

这一节的剩下部分我们来证明该定理。

取定M 上的 Riemann度量 gTM，并取定向标准正交基 e1, · · · , e4q+1，回忆我们之前定义

的 Clifford记号，我们定义如下的符号差算子：

Definition 9.2

♣

令M 上的算子 DSig 为符号差算子，定义为：

DSig = ĉ(e1) · · · ĉ(e4q+1)(d+ d∗) : Ωeven(M) → Ωeven(M)

可以验证 DSig 是一个一阶椭圆微分算子，且是反自伴的：对任意 s, s′ ∈ Ωeven(M)，有

〈DSigs, s
′〉 = −〈s,DSigs

′〉

下面的一步将 k(M)进行了关键的转化：

Proposition 9.1

♠
dim(ker(DSig)) =

2q∑
k=0

dimH2i
dR(M ;R)
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9.2 Kervaire半示性数

证明 首先由 Hodge定理，有

dim(ker(4|Ωk(M))) = dim(Hk(M)) = dim(Hk
dR(M ;R))

又由于4ω = 0当且仅当 dω = d∗ω = 0，故有

ker(4) = ker(d+ d∗)

故

dim(ker(DSig)) = dim(ker(d+ d∗))

= dim(ker(4)) =

2q∑
k=0

dimH2i
dR(M ;R)

故得证。 □
Corollary 9.2

♥

对反自伴椭圆微分算子 D，定义模 2指标

ind2(D) ≡ dim(ker(D)) mod 2

则

k(M) = ind2(DSig)

对于反自伴椭圆算子，其模 2指标为形变不变量，下面我们利用这一性质来将 DSig 的指

标进行转化。

回到 Atiyah消灭定理，由条件，存在 V1, V2 ∈ Γ(TM)为M 上的两个光滑向量场，且处

处线性无关。我们取 Riemann度量 gTM 使得 V1, V2处处正交且为单位长度的，则定义如下的

椭圆算子

D′ =
1

2
(DSig + ĉ(V1)ĉ(V2)DSigĉ(V2)ĉ(V1))

为了进一步化简 D′，我们需要如下命题：

157



9.2 Kervaire半示性数

Proposition 9.2

♠

M 为 n 维流形并赋予 Levi-Civita 联络，TM 上取定标准正交基 e1, · · · , en，对偶基为

e1, ·, en，则

d =
n∑

i=1

ei ∧∇∧∗(T ∗M)
ei

: Ω∗(M) → Ω∗(M)

d∗ = −
n∑

i=1

iei∇∧∗(T ∗M)
ei

: Ω∗(M) → Ω∗(M)

证明 可以验证两个等式的右边实际上是独立于坐标的选取的，故我们可以取 e1, · · · , en为局

部正则坐标对应的切向量，即 ei = ∂i，则对偶基 ei = dxi。

对任意的 i, j, k，由于

(∇∧∗(T ∗M)
∂i

dxj)(∂k) = ∇∂i(dx
j(∂k))− dxj(∇∂i∂j) = 0

故 ∇∧∗(T ∗M)
∂i

dxj = 0。

定义

d =
n∑

i=1

ei ∧∇∧∗(T ∗M)
ei

=
n∑

i=1

dxi ∧∇∧∗(T ∗M)
∂i

则对

η = fdxi1 ∧ · · · ∧ dxik

有

dη =
∂f

∂xi
dxi ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxik = dη

故 d = d。

类似地定义

d∗ = −
n∑

j=1

i∂j∇∂j
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9.2 Kervaire半示性数

则

d∗η = −
∑
j

(−1)j−1(∂ijf)dx
i1 ∧ · · · ∧ ˆdxij ∧ · · · ∧ dxik = dη

故 d∗ = d∗。 □

故可以重新书写 DSig 和 D′如下：

DSig = ĉ(e1) · · · ĉ(e4q+1)

4q+1∑
i=1

c(ei)∇∧∗(T∗M)
ei

故结合引理6.4有

D′ = DSig+
1

2
ĉ(e1) · · · ĉ(e4q+1)

4q+1∑
i=1

c(ei)ĉ(V1)ĉ(∇eiV1)+
1

2
ĉ(e1) · · · ĉ(e4q+1)

4q+1∑
i=1

c(ei)ĉ(V1)ĉ(V2)ĉ(∇eiV2)ĉ(V1)

仍然可以验证 D′是一个反自伴一阶椭圆微分算子，定义

D(u) = (1− u)DSig + uD′

可以验证 D(u)也是反自伴椭圆算子，故由反自伴算子的模 2指标不变性，有

ind2(DSig) = ind2(D
′)

再回忆 D′的定义

D′ =
1

2
(DSig + ĉ(V1)ĉ(V2)DSigĉ(V2)ĉ(V1))

故直接计算有

ĉ(V1)ĉ(V2)DSig

=
1

2
ĉ(V1)ĉ(V2)DSig +

1

2
ĉ(V1)ĉ(V2)ĉ(V1)ĉ(V2)DSigĉ(V2)ĉ(V1)

= DSigĉ(V1)ĉ(V2)
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9.2 Kervaire半示性数

则 ĉ(V1)ĉ(V2)与D′可交换，则 ĉ(V1)ĉ(V2)保持 ker(D′)。此外由于 V1, V2的约束条件，有

(ĉ(V1)ĉ(V2))
2 = −1

也就是说 ĉ(V1)ĉ(V2)给出了 ker(D′)上的复结构，故

dim(ker(D′)) ≡ 0 mod 2

故由引理9.2

k(M) = ind2(DSig) = ind2(D
′) = dim(ker(D′)) = 0

则 Atiyah消灭定理得证。
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9.3 Atiyah-Singer指标定理

9.3 Atiyah-Singer指标定理

为了叙述Atiyah-Singer定理，我们首先要定义自旋流形，它在之前的讨论中也出现过。此

外我们还要定义旋量丛的概念。

Definition 9.3

♣一个定向闭流形M 被称为自旋流形，若其第二 Stiefel-Whitney类为 ω2(M) = 0。

对m = 2n维自旋流形M，回忆我们在命题4.7中定义了M 的定向标架丛 F(M)，我们还

可以如下定义配丛：

F(M)×∼ Rm = {(σ, y) : σ ∈ F(M), y ∈ Rm}/ ∼

其中

(σ, y) ∼ (σ · A,A−1y) A ∈ SO(m)

不难看出同构

F(M)×∼ Rm ' TM

再对M 上的 Clifford代数丛，记 Cm为 Rm生成的 Clifford代数，则同样可以定义

F(M)×∼ Cm = {(σ, a) : σ ∈ F(M), y ∈ Cm}/ ∼

其中

(σ, a) ∼ (σ · A,A−1a) A ∈ SO(m)

同样有同构

F(M)×∼ Cm ' C(TM)
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9.3 Atiyah-Singer指标定理

由命题4.7，可以将 SO(m)-主丛 F(M)提升为 Spin(m)-主丛

π̃ : PSpin(m)(M) →M

和光滑的二重覆叠

ρ̃ : PSpin(m)(M) → F(M)

为了定义该 Spin(m)-主丛的配丛我们需要定义旋表示和旋量空间

Theorem 9.5

♥

V 为 2n维欧氏空间，则存在唯一的 2n维复向量空间 S 和同构

c : C(V )⊗R C ' End(S)

称 S 为旋量空间，c在 Spin(V )上的限制

c|Spin(V ) : Spin(V ) → GL(S)

被称为旋表示。

此外，对 V 的定向单位正交基 (e1, · · · , e2n)，映射

τ = (
√
−1)nc(e1) · · · c(e2n)

不依赖于基的选取，且给出了 S 上的超结构。同时，对任意的 v ∈ V，c(v)改变 S 中元

素的分次。

则可以定义配丛如下：

S(TM) = PSpin(2n)(M)×λ S = {(σ̃, s) : σ̃ ∈ PSpin(2n)(M), s ∈ S}/ ∼λ

其中

(σ̃, s) ∼λ (σ̃ · g, λ(g−1)s) g ∈ Spin(2n)

我们称 S(TM) →M 为M 上的旋量丛。
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9.3 Atiyah-Singer指标定理

S 上存在 Spin(m)-不变 Hermitian度量 hS，它可以自然提升到 S(TM)上：

hS(TM)([σ̃, s1], [σ̃, s2]) = hS(s1, s2)

同时 S(TM)上继承了 S 的超结构，分次为 S±(TM)，且关于 hS(TM) 正交，又由于 c的

作用改变分次，故有

c(X) : Γ(S±(TM)) → Γ(S∓(TM)) ∀X ∈ Γ(TM)

再对于 TM 上的 Levi-Civita联络 ∇TM，对于 F(M)的任意光滑截面 σ = {e1, · · · , em}，

可以用联络形式表示：

∇TMσ = σAσ

又由 6.2节中的计算,对 σ = σ′ · a，有

Aσ = a−1Aσ′a+ a−1da

我们称满足上面的过渡公式的所有 (σ,Aσ)的集合 ω称为 F(M)上的联络，再自然地提升

为 PSpin(m)上的联络 ω̃ = {(σ̃, Ãσ̃)}。则我们可以定义旋量丛上的联络如下：

∀s ∈ Γ(S(TM))，s可以局部表示为 s = [σ̃, f ]，则可以定义

∇S(TM)s = ∇S(TM)[σ̃, f ] = [σ̃, (d+ Ãσ̃)f ]

现在对任意M 上的 Hermitian向量丛 E，带有与度量相容联络∇E。定义 S(TM)⊗E 为

M 上的扭化旋量丛，自然有联络

∇S(TM)⊗E = ∇S(TM) ⊗ IE + IS(TM) ⊗∇E
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9.3 Atiyah-Singer指标定理

可以验证该联络保持 S(TM)⊗ E 中的 Z2分次。 则我们可以定义如下算子：

DE =
m∑
i=1

c(ei)∇S(TM)⊗E
ei

: Γ(S(TM)⊗ E) → Γ(S(TM)⊗ E)

这是一个不依赖于正交基选取的自伴椭圆微分算子，被称为扭化 Dirac算子，则由 c的作用改

变分次可知

DE : Γ(S±(TM)⊗ E) → Γ(S∓(TM)⊗ E)

则记

DE
± = DE|Γ(S±(TM)⊗E) : Γ(S±(TM)⊗ E) → Γ(S∓(TM)⊗ E)

则 DE
+ 也是自伴的，故我们叙述 Atiyah-Singer定理叙述如下：

Theorem 9.6 (Atiyah-Singer指标定理)

♥

若M 为偶数维定向的闭自旋流形，E 为M 上的 Hermitian丛，则

ind(DE
+) =

∫
M

Â(TM)ch(E)

其中 ind定义为

ind(DE
+) = dim(kerDE

+)− dim(ker(DE
+)

∗)

这是一个非常强的定理，前面所述的 Gauss-Bonnet-Chern定理、Hirzebruch符号差定理和

Riemann-Roch定理均可以视为它的特殊情况。它的证明有多种方法，与数学乃至物理的很多

分支相关：包括 K-理论、热核理论和超对称理论等。关于 Atiyah-Singer定理的热核理论证明、

它的应用（推导 G-B-C定理、符号差定理等），可以参考如下南洋理工大学的微分几何讲义。

最后我们来叙述如下终极版本的 Atiyah-Singer指标定理

Theorem 9.7 (Atiyah-Singer，一般表述)

♥对闭定向流形上的椭圆微分算子，其解析指标等于拓扑指标。
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