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Chapter 1 代数簇

本章中总设 k为代数闭域.

1.1 仿射代数簇

1.1.1 仿射代数集

对代数闭域 k,定义 n维仿射空间为 Ank = kn,也简记为 An. 对 S ⊆ k[x1, · · · , xn],定义

V (S) = {(a1, · · · , an) ∈ An : F (a1, · · · , an) = 0, ∀F ∈ S}.

所有形如 V (S)的集合称为仿射代数集. 特别地，当 S = {F}时，称 V (S) = V (F )为超曲面.

我们可以在 Ank 上定义拓扑：

Theorem 1.1

♥通过令仿射代数集为闭集可以定义 An上的拓扑，称为 Zariski拓扑.

证明 记所定义的闭集全体为 A.

(1)显然 ∅,An ∈ A.

(2)对 V (Si)(i ∈ I) ∈ A，有 ∩i∈IV (Si) = V (∪i∈ISi) ∈ A.

(3)对 V (S), V (T ) ∈ A,设 S = {Fi : i ∈ I}, T = {Gj : j ∈ J},则 V (S) ∪ V (T ) = V ({FiGj : i ∈

I, j ∈ J}) ∈ A. □

Example 1.1在 A1中，闭集只有 ∅,A1本身，以及有限点集.

1.1.2 Noether环

Definition 1.1

♣

(1)对环 R和 X ⊆ R,包含 X 的最小理想为 (X) = RX = {
∑
aixi : ai ∈ R, xi ∈ X},其中求和

为有限求和. 理想 I / R称为有限生成，若存在有限集合X ,使得 I = (X),此时X 称为 I 的生成

元集.

(2)环 R称为 Noether的，若 ∀I / R有限生成.

Proposition 1.1

♠

(1) R是 Noether环等价于任意 R中的理想升链最终稳定.

(2) R为 Noether环，I / R,则 R/I 也 Noether.



1.1 仿射代数簇

证明 (1) ⇒: 若存在真理想的无限真升链 I1 ⊊ I2 ⊊ · · · , 考虑 I = ∪iIi / R, 则取 I 的生成元集 X =

{x1, · · · , xr}. 由于 xi属于 Ij 的并，存在mi使得 xi ∈ Imi ,令N = max
1≤i≤r

mi,有 IN = IN+1 = · · · ,矛盾.

⇐:任取理想 I, x1 ∈ I ,若 I = (x1),则结束. 否则取 x2 ∈ I − (x1),若 I = (x1, x2),则结束. 一直做

同样的步骤，则由条件，必然在有限步后停止，否则有无限理想升链 (x1) ⊊ (x1, x2) ⊊ · · · . 则设在 n

时停止，有 I = (x1, · · · , xn).

(2)利用商环的理想与原来的环的理想的对应关系并利用 (1)中的判别法则即可证明. □

Theorem 1.2 (Hilbert基定理)

♥若 R为 Noether环，则 R[x]也 Noether.

证明 任取 J / R[x] 为理想，只需证明 J 有限生成. 定义 Jn = {f ∈ J : f为n次多项式} 再取 In =

{Jn中的多项式的首项系数} ∪ {0},则可以验证 In为理想，且 I0 ⊆ I1 ⊆ · · · ⊆ .

则由 R为 Noether环，存在 N 使得 IN = IN+1 = · · · . 对任意 0 ≤ n ≤ N ,记 In = (an1 , · · · , anln),

在存在 fnk(x) = ankx
n + · · · ∈ Jn.

只需证明 J ′ = {fnk : 0 ≤ n ≤ N, 1 ≤ k ≤ ln} = J 即可，则只要证 ∀n, Jn ⊆ J ′.

n = 0时显然，若 J0, · · · , Jn−1 ∈ J ′,则任意 f ∈ Jn,设 f = anx
n + · · · .

若 n ≤ N ,则设 an = b1an1 + · · ·+ blnanln ,进而有

f − (b1fn1 + · · ·+ blnfnln) ∈ J0 ∪ · · · ∪ Jn−1 ⊆ J ′.

当 n > N 时，仍设 an = b1aN1 + · · ·+ blNaNlN ,同上

f − (b1fN1 + · · ·+ blN fNlN ) ∈ J0 ∪ · · · ∪ Jn−1 ⊆ J
′.

综上有 f ∈ J ′, Jn ⊆ J ′,则得证 □

1.1.3 仿射代数集与理想

给定仿射代数集 X = V (S) ⊆ An,其中 S = {F1, · · · , Fn},令 I = (S),则显然 V = X(I). 则自然

考虑如下的对应：

{I / k[x1, · · · , xn]}
I→V (I)
⇌

I(X)←X
{X ⊆ An为仿射代数集}.

其中 I(X) = {F ∈ k[x1, · · · , xn] : F (X) = 0}.

是否为一一对应？可以验证：V (I(X)) = X , 但不一定有 I = I(V (I))! 例如 V (F ) = V (F 2), 但

(F ) 6= (F 2).

上面的反例也启发我们考虑根理想：

Proposition 1.2

♠任意 X 为仿射代数集，有 I(X)为根理想，即 I(X) =
√
I(X).
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1.1 仿射代数簇

证明 只需证
√
I(X) ⊆ I(X).

任取 f ∈
√
I(X),设 fm ∈ I(X),则 fm(X) = 0, f(X) = 0,即 f ∈ I(X). □

则我们希望建立根理想和仿射代数集之间的一一对应，这只需要证明：若 I 为根理想，则 I =

I(V (I)). 事实上，该命题正确，并且可以一般化：对任意理想 I , 有
√
I = I(V (I)). 这就是下面的

Hilbert零点定理.

1.1.4 Hilbert零点定理

Theorem 1.3 (Hilbert零点定理)

♥

k为代数闭域，I ≤ k[x1, · · · , xn] = R,则

(1) R中极大理想 m形如 (x1 − a1, · · · , xn − an).

(2) V (I) = ∅ ⇐⇒ I = R.

证明 (1)下面引用的是许金兴老师《交换代数讲义》中的证明.

首先证明如下命题.

Proposition 1.3

♠设 A ↪→ B 为整环之间的单同态,且为整扩张. 则 A为域 ⇐⇒ B 为域.

证明 =⇒: 任取 0 6= b ∈ B,考虑 b满足的次数最小的 A系数首一方程: bn + an−1b
n−1 + · · · + a0 = 0,

ai ∈ A.

如果 a0 = 0,则 b将满足次数更小的首一方程 bn−1 + an−1b
n−2 + · · · + a1 = 0,这与开始选取的首

一方程次数性最小矛盾.

故 a0 6= 0,这就得到 b(bn−1 + an−1b
n−2 + · · · + a1) + a0 = 0,从而由 A为域知 b在 B 中的逆元为

−a−10 (bn−1 + an−1b
n−2 + · · ·+ a1). 这样得到 B 中非零元均可逆,从而 B 为域.

⇐=: 任取 0 6= a ∈ A,设 a在域 B 中的逆元为 a−1 ∈ B. 只需证明 a−1 ∈ A.

由 A −→ B为整扩张, a−1满足 A系数的首一方程: (a−1)n + an−1(a
−1)n−1 + · · ·+ a0 = 0, ai ∈ A.

将该等式两边同时乘以 an−1得到 a−1 + an−1 + · · ·+ a0a
n−1 = 0,由此知 a−1 ∈ A.

作为其推论，有：

Proposition 1.4

♠

设 A −→ B为整扩张,设 Q ∈ SpecB, P = Q ∩A. 则 Q为 B的极大理想 ⇐⇒ P 为 A的极大理

想.
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1.1 仿射代数簇

回到原定理. 对 n进行归纳. 取 0 6= f ∈ m,作如下形状的可逆变量代换:

x1 = y1 + yN1
n

...

xn−1 = yn−1 + y
Nn−1
n

xn = yn.

不难看到,通过适当地选取正整数N1, . . . , Nn−1,可以使 f成为 yn的首一多项式. 从而 k[y1, . . . , yn−1] −→

k[x1, . . . , xn]/(f) = k[y1, . . . , yn]/(f)为整扩张.

令 m̄ = m/(f),则由命题 1.4,知 m̄ ∩ k[y1, . . . , yn−1]为极大理想.

由归纳假设知存在 b1, . . . , bn−1 ∈ k,使得 m̄∩ k[y1, . . . , yn−1] = (y1− b1, . . . , yn−1− bn−1). 故m包

含理想 (y1 − b1, . . . , yn−1 − bn−1, f). 由于商环 k[y1, . . . , yn]/(y1 − b1, . . . , yn−1 − bn−1) = k[yn]为主理

想整环,可知其极大理想m/(y1 − b1, . . . , yn−1 − bn−1)为主理想,因而具有形式 (yn − bn), bn ∈ k. 这样

就得到 (y1 − b1, . . . , yn − bn) ⊂ m.

注意到 (y1 − b1, . . . , yn − bn)已经是极大理想,故得到m = (y1 − b1, . . . , yn − bn). 再通过变量代换

即知m具有形式 (x1 − a1, . . . , xn − an), ai ∈ k.

(2) 只需证 ⇒:. 设 I 6= R, 则存在极大理想 m = (x1 − a1, · · · , xn − an) 包含 I , 故 V (m) =

{(a1, · · · , an)} ⊆ V (I),矛盾！ □

Corollary 1.1

♥对任意 I ⊆ R为理想，有 I(V (I)) =
√
I .

证明 只需证 I(V (I)) ⊆
√
I . 任取 f ∈ I(V (I)). 令 J = (I, 1− fy) / k[x, y]. 则

(a1, · · · , an, b) ∈ V (J) ⊆ An+1 ⇐⇒ (a1, · · · , an) ∈ V (I), 1− f(a1, · · · , an)b = 0.

故显然 V (J) = ∅,由 Hilbert零点定理有 J = k[x, y].

则考虑 (1) = J/I[y] = (R/I)[y], 存在 g(x, y) ∈ k[x, y] 使得 g(x, y)(1 − fy) ≡ 1 mod I[y]. 设

g(x, y) = a0(x) + · · ·+ am(x)y
m,则

(a0(x) + · · ·+ am(x)y
m)(1− yf(x)) ≡ 1 mod I[y].

对比系数有

a0 ≡ 1, a1 ≡ a0f, · · · , am ≡ am−1f ≡ 0 mod I.

则有 fm ∈ I, f ∈
√
I . □
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1.1 仿射代数簇

1.1.5 仿射代数集的不可约分解

Definition 1.2

♣

对X ⊆ An为仿射代数集，若满足对任意并X = X1∪X2，其中Xi为X中的闭集，均有X1 = X

或 X2 = X ,则称 X 为不可约的.

Remark 这里 X 中的闭集是关于子空间拓扑而言. 更精确地说，设 X = V (I), 则 X 中的闭集形如

V (I) ∩ V (J),记 VX(J).

Proposition 1.5

♠对仿射代数集 X ,有 X 不可约 ⇐⇒ I(X)为素理想.

证明 ⇒: 取 f, g ∈ k[x1, · · · , xn], 设 fg ∈ I(X), 则 X = VX(f) ∪ VX(g), 由不可约有 VX(f) = X 或

VX(g) = X ,即 f ∈ I(X)或 g ∈ I(X),故 I(X)为素理想.

⇐:若X可约，则设有X = X1∪X2，其中X1 ⊆ X,X2 ⊆ X为闭集，则存在F1 ∈ I(X1)−I(X), F2 ∈

I(X2)− I(X). 但 F1F2 ∈ I(X),与 I(X)为素理想矛盾！ □

Example 1.2 V (F )不可约等价于
√

(F )为素理想. 进而当 F 不可约时有 V (F )不可约，但反之不一定.

Example 1.3由此有不可约仿射代数集中的任意两个非空开集的交也非空，进而非空开集均稠密.

Theorem 1.4

♥

X 为仿射代数集，则

(1)任意 X 中的下降闭链集最终稳定.

(2) X 可以表示为 X = X1 ∪ · · ·Xm,其中 Xi 为不可约闭集且互相不包含. 而且该分解在调整次

序的意义下唯一，称为 X 的不可约分解.

证明 (1)设 X = V (I),并有 X1 ⊇ X2 · · · ⊇ Xn · · · 为下降闭集链，其中 Xi = VX(Ii),且 Ii ⊆ Ii+1. 则

有理想的无限升链 I1 ⊆ I2 ⊆ · · · ,故必须稳定.

(2)存在性：若X 不可约，则直接结束. 否则设X = X1 ∪X2为真闭集的并，若X1和X2均能有

限分解，则也结束. 否则若不妨设X1不能有限分解，继续上述步骤，可以得到无穷长的不稳定降闭集

链，与 (1)矛盾.

唯一性：设 X = X1 ∪X2 · · · ∪Xm = Y1 ∪ · · ·Ym′ ,则 X1 = (X1 ∩ Y1) ∪ · · · ∪ (X1 ∩ Ym′).

又 X1 不可约，存在 i 使得 X1 ⊆ Yi, 类似存在 j 使得 Yi ⊆ Xj , 此时有 X1 ⊆ Yi ⊆ Xj , 只能

1 = j,Xi = Y1. 则利用归纳可以得到唯一性. □

Example 1.4设 F = fn1
1 · · ·Fnr

r 为 F 的不可约分解，则 V (F ) = V (F1) ∪ · · · ∪ V (Fr)为 V (F )的不可

约分解.
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1.1 仿射代数簇

1.1.6 仿射代数簇以及其上的函数

Definition 1.3

♣

对仿射代数集 X ,记 Func(X) = {f : X → k}为 X 上 k-值函数环，则有同态

η : k[x1, · · · , xn]→ Func(X), f 7→ f |X

记 Poly(X) = Imη为 X 上的多项式函数环，其中元素称为多项式函数.

Example 1.5显然 ker η = I(X),故 Poly(X) ' k[x1, · · · , xn]/I(X).

Example 1.6 设 X = V (I), 则由 Hilbert 零点定理有所有包含 I 的极大理想形如 (x1 − a1, · · · , xn −

an), (a1, · · · , an) ∈ X . 进而 Poly(X)的极大理想与 X 中的点一一对应.

Definition 1.4

♣不可约仿射代数集称为仿射代数簇.

则由命题 1.5，仿射代数簇均形如 X = V (P ), P 为素理想,此时有 Poly(X) = k[x1, · · · , xn]/P 为

整环. 则可以定义K(X) = Frac(Poly(X))为 X 上的有理函数域.

Example 1.7 X = An,则 Poly(X) = k[x1, · · · , xn],有K(X) = k(x1, · · · , xn)为 n元有理函数域.

Example 1.8 X = V (xy − zw) ⊆ A4,则 Poly(X) = k[x, y, z, w]/(xy − zw),不难发现它不是一个 UFD.

可以定义 ϕ = x
z = w

y ∈ K(X),它在任意 z 6= 0或 y 6= 0处有定义.

Definition 1.5

♣

对 ϕ ∈ K(X),称 ϕ在 x ∈ X 处有定义，是指存在 x的邻域 Vx,使得存在 f, g ∈ Poly(X)，使得

ϕ = f
g , g 6= 0 in Vx.

记 Dom(ϕ) = {x ∈ X : ϕ在x处定义}为 ϕ的定义域.

Proposition 1.6

♠

(1)对 f, g ∈ Poly(X),若存在非空开集 U 使得 f |U = g|U ,则 f = g.

(2)设 ϕ ∈ K(X),则 Dom(ϕ) 6= ∅.

(3)对 ϕ1, ϕ2 ∈ Poly(X),若存在非空开集 U 使得 ϕ1|U = ϕ2|U ,则 ϕ1 = ϕ2.

证明 (1)显然 Y = {f − g = 0}为闭集，又 U ⊆ Y，有 X = U ⊆ Y .

(2)设 ϕ = f
g ∈ K(X),其中 f, g ∈ Poly(X), g 6= 0 ∈ Poly(X). 则 g /∈ I(X),即存在 x ∈ X, g(x) 6= 0.

进而 ϕ在 x处有定义.

(3)留作练习.

6



1.1 仿射代数簇

Remark事实上可以证明定义域Dom(ϕ)为非空开集. 进而可以定义一个真正的映射 ϕmap : Dom(ϕ)→

k.

1.1.7 正则函数

Definition 1.6

♣

对仿射代数簇 X , U ⊆ X 为非空开集，若函数 f : U → k 满足 ∀x ∈ U , 存在 x 的邻域 Vx 和

ϕx ∈ K(X),使得 f |Vx = ϕx|Vx ,则称 f 为 U 上的正则函数. U 上正则函数的全体记为 Reg(U).

首先可以发现对任意 f ∈ Reg(U),取 x, Vx, ϕx 如上，则确定了一个 ϕx ∈ K(X). 再由于上面的命

题 1.6(3),有 ϕx不依赖于 x的选取，故可以自然地视为 Reg(U) ⊆ K(X).

Example 1.9对X = V (xy− zw) ⊆ A4,取开集 U = X \V (yz) = (X \V (z))∪ (X \V (y)) = U1∪U2. 则

f : U → k, P 7→


x
z P ∈ U1

w
y P ∈ U2

定义了一个正则函数 f ∈ Reg(U).

Definition 1.7

♣

对仿射代数簇 X 和 x ∈ X ,定义 OX,x = {ϕ ∈ K(X) : ϕ在x处有定义}为 X 在 x处的正则函数

茎.

Proposition 1.7

♠

(1) Reg(U) = ∩x∈UOX,x.

(2) OX,x = Poly(X)mx ,其中mx = {f ∈ Poly(X) : f(x) = 0}为 x处的极大理想.

(3)令mX,x = {ϕ ∈ OX,x : ϕ(x) = 0},则 (OX,x,mX,x)为局部环. 进而此时有同构OX,x
/
mX,x →

k, ϕ 7→ ϕ(x).

(4) Reg(X) = Poly(X),之后也会记作 Γ(X).

证明 (1)显然. (2)是局部化的定义的语言翻译.

(3)由交换代数知识，只需证任意 ϕ /∈ mX,x在 OX,x中是可逆的.

设 ϕ /∈ mX,x,则取 x的邻域 Vx使得在 Vx上 ϕ = f
g ,其中 f, g ∈ Poly(X),且 g 6= 0 on Vx, f(x) 6= 0.

则存在 x的更小邻域 Ux使得 f 6= 0 on Ux,则 g
f 在 x的邻域 Ux中有定义，故 g

f ∈ OX,x为 ϕ的逆.

(4)我们承认如下交换代数的结论：对 R整环，则有 R = ∩m∈Max(R)Rm. 故

Reg(X) = ∩x∈XOX,x = ∩x∈XPoly(X)mx = Poly(X).

最后一步使用了上面的结论，并由 Hilbert零点定理，Poly(X)的最大理想与 X 中的点一一对应. □
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1.1 仿射代数簇

Remark利用正向极限的语言可以写作 OX,x = lim−→
x∈U

Reg(U).

Example 1.10设 f ∈ Poly(X),定义 DX(f) = X \ VX(f)，这种集合称为 X 的主开集. 此时可以证明

Reg(DX(f)) = Poly(X)(f):

注意到Max(Rf ) = {m ∈ max(R) : f /∈ m},则

Reg(DX(f)) = ∩f(x) ̸=0Poly(X)mx = ∩f(x) ̸=0(Poly(X)f )mx = Poly(X)(f).

1.1.8 仿射簇之间的映射

Definition 1.8

♣

对仿射簇 X ⊆ An, Y ⊆ Am,映射 φ : X → Y 称为多项式映射，若存在 u1 · · ·um ∈ Γ(x),使得

φ(x) = (u1(x), · · · , um(x)).

Proposition 1.8

♠设 φ : X → Y 为多项式映射，则它诱导了 k-代数同态 φ∗ : Γ(Y )→ Γ(x).

证明 设 φ(x) = (u1(x), · · · , um(x))如上，则定义

φ∗ : Γ(Y ) = k[y1, · · · , ym]
/
I(Y ) → Γ(x), yi 7→ ui.

这是一个 k-代数同态. 此时有 φ∗(g(y1, · · · , ym)) = g(u1, · · · , um). □

进一步有

Theorem 1.5

♥X 到 Y 的多项式映射集合 Poly(X,Y )和 k-代数同态的集合 Homk(Γ(Y ),Γ(X)).

证明 首先对 φ ∈ Poly(X,Y )可以取 φ∗ ∈ Homk(Γ(Y ),Γ(X)).

另一方面对 η : Γ(Y )→ Γ(X)为 k-代数同态，设 ui = η(yi),则定义

φη : X → Am, x 7→ (u1(x), · · · , um(x)).

显然这是一个多项式映射，只需证明像在 Y = V (I(Y ))中即可.

对任意 f ∈ I(Y ), x ∈ X，这是因为

f(φη(x)) = f(u1(x), · · · , um(x)) = η(f(y1, · · · , ym))(x) = 0.

进一步可以验证这两个对应关系是互逆的，则得证. □
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1.1 仿射代数簇

我们还可以定义有理映射.

Definition 1.9

♣

对仿射簇 X ⊆ An, Y ⊆ Am, 映射 ψ : X → Y 称为有理映射，若存在 ϕ1 · · ·ϕm ∈ Γ(x), 使得

ψ(x) = (ϕ1(x), · · · , ϕm(x)). ψ的定义域为 Dom(ψ) = ∩1≤k≤mDom(ϕk).

和多项式映射时一样地，我们希望将 Y 上的有理函数拉回到 X 上，但事实上这不一定可以做到：

Example 1.11设 ψ : X = A1 → A2 = Y, t 7→ (1t ,
1
t2
),可以发现 1

y−x2 ∈ K(Y ),但它不能被拉回成 X 上

的有理函数！

但 Y 上的多项式映射仍然可以拉回：对上面的有理映射，同样可以决定一个 k-代数同态

ψ∗ : Γ(Y )→ Reg(Dom(ψ)) ⊆ K(X), g(y1, · · · , ym) 7→ g(ϕ1(x), · · · , ϕm(x)).

故同上有理映射的集合 Rat(X,Y )与 k-代数同态的集合 Homk(Γ(Y ),K(X))有对应.

自然会问：何时能够把 Y 上的有理函数也拉回？

Definition 1.10

♣

有理映射 ψ : X → Y 称为支配的，若 ψ 的像在 Y 中稠密. X 到 Y 的支配有理映射全体记为

DomRat(X,Y ).

Example 1.12仍然考虑 ψ : X = A1 → Y, t 7→ (1t ,
1
t2
),若 Y = V (y − x2),则 ψ支配. 但 Y = A2 时就不

支配.

Theorem 1.6

♥

(1) ψ : X → Y 是支配的 ⇐⇒ ψ∗ : Γ(Y )→ K(X)是单射.

(2)有一一对应 DomRat(X,Y ) ⇌ Homk(K(Y ),K(X)).

证明 (1)⇒:任意 g ∈ kerψ∗, x ∈ X ,有 g(ϕ1(x), · · · , ϕm(x)) = 0,进而 Im(ψ) ⊆ VY (g).

又有支配条件，只能有 VY (g) = Y ,即 g = 0,故 ψ∗单.

⇐:只需证包含 Im(ψ)的闭集只能是 Y 即可. 则设 Im(ψ) ⊆ VY (g),有 g ◦ ψ = 0 in Dom(ψ),进而

ψ∗(g) = 0 in Dom(ψ),故 ψ∗(g) = 0 inK(X). 由 ψ∗单射有 g = 0,即 VY (g) = 0 ∈ Y .

(2)任意支配映射 ψ,由 (1)有 ψ∗ : Γ(Y ) → K(X)为单射，进而可以延拓为 ψ∗ : K(Y ) → K(X),

显然它仍然为 k-代数同态.

另一方面对 η : K(Y )→ K(X)为 k-代数同态，设 ui = η(yi),则定义

φη : X → Am, x 7→ (u1(x), · · · , um(x)).

剩余同定理 1.5. □
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1.1 仿射代数簇

注意到有如下的性质，验证均是直接的，留作练习.

Proposition 1.9

♠

(1)多项式映射的复合为多项式映射.

(2)有理映射未必能够复合.

(3)支配的有理映射可以复合成有理映射.

Example 1.13考虑 ψ : X = A1 → Y = V (y − x2) ⊆ A2, t 7→ (1t ,
1
t2
), ϕ : Y → X,x 7→ 1

x . 两个映射均为

支配的映射且互逆，进而由定理 1.6(2),有

K(X) ' K(Y ) = K(V (y − x2)) = Frac(k[x, y]
/
(y − x2)) ' Frac(k[x]) = k(x).

这诱导我们定义如下的双有理映射.

Definition 1.11

♣

对 ψ : X → Y 为支配映射，若 ψ有逆 ϕ : Y → X ,即 ϕ ◦ψ = IdX , ψ ◦ϕ = IdY ,则称 ψ为双有理

映射. 此时称 X 和 Y 是双有理等价的.

事实上有

Theorem 1.7

♥对支配映射 ψ : X → Y ,有 ψ双有理 ⇐⇒ ψ∗ : K(Y )→ K(X)为同构.

该定理在后面会针对更广泛的抽象代数簇的情形进行证明并加以拓展.

Example 1.14V (x2+y2−1) ⊆ A2 → A1, (x, y)→ y−1
x 是双有理的，进而有 k(x) ' Frac(k[x, y]

/
(x2 + y2 − 1)

).

同样利用复变函数中的球极投影可以证明 V (x2 + y2 + z2 + 1) ⊆ A3 和 A2 双有理等价，故有

k(t, s) ' Frac(k[x, y, z]
/
(x2 + y2 + z2 + 1)

).
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1.2 射影代数簇

1.2 射影代数簇

1.2.1 射影代数集

熟知射影空间 Pnk = Pn = (kn+1 \ {0})/k∗,且它有如下的“分片”

P⋉ = ∪ni=0Ui, Ui = {[X0, · · · , Xn] ∈ Pn : Xi 6= 0}.

每一片都通过 φi : Ui → kn, [X0, · · · , Xn] 7→ (X0
Xi
, · · · , X̂i

Xi
, · · · , Xn

Xi
)同构到仿射空间上，故可以将

射影空间理解为仿射空间之并. 同时注意这里我们往往用大写的字母 X 代表射影空间中的变元.

对于齐次多项式 F (X0, · · · , Xn),显然有 ∀λ 6= 0, F (λX0, · · · , λXn) = 0 ⇐⇒ F (X0, · · · , Xn) = 0.

故对于齐次多项式，可以良好定义它在射影空间 Pn上的零点集.

Definition 1.12

♣

对S ⊆ k[X0, · · · , Xn]为一些齐次多项式组成的集合，则S中元素在Pn上的公共零点记为 Vp(S),

这些集合称为射影代数集.

与仿射情形一样地，以射影代数集为闭集可以定义 Pn上的 Zariski拓扑.

Proposition 1.10

♠

(1) Pn中射影代数集与 U0的交是 U0中仿射代数集.

(2) U0 ' An上的 Zariski拓扑和 Pn上诱导的 Zariski拓扑一致.

证明 (1)注意到 VP (F (X0, · · · , Xn)) ∩ U0 = V (F (1, x1, · · · , xn)) ⊆ A0.

(2)由 (1)只需证 U0上的闭集可以写为 Pn和 U0之交. 给定 f(x1, · · · , xn),设 deg f = N ,有齐次化

f = xn0F (
x1
x0
, · · · , xnx0 ),其中 F 齐次，则有 V (f) = Vp(F ) ∩ U0. □

1.2.2 齐次理想

Definition 1.13

♣

分次环是一个环 S，它可以写为 Abel子群的直和 S = ⊕d≥0Sd,满足任意 d, e ≥ 0, Sd · Se ⊆ Sd+e.

其中 Sd中的元素称为 d次元素.

分次环中的理想 I是齐次理想，若有 I = ⊕d≥0(Id = I ∩Sd). 此时有商环 S/I = ⊕d≥(Sd(I ∩Sd)).

Proposition 1.11

♠

设 S 为分次环，则

(1)理想 I 是齐次的当且仅当它可以由齐次元生成.

(2)若 I, J 为齐次理想，则 I + J, IJ,
√
I 为齐次理想.

证明 留作练习. □
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1.2 射影代数簇

考虑任意子集X ⊆ Pn和商映射 π : An+1 \ {0} → Pn，可以定义锥 C(X) = π−1(X)∪ {0}. 此外还

可以定义

Ip(X) = {F ∈ k[X0, · · · , Xn] : ∀[a0 : · · · : an] ∈ X,λ ∈ R, F (λa0, · · · , λan) = 0}.

则对任意多项式 F = F0 + · · ·+Fd,其中 Fi为 i次的部分，有 F ∈ Ip(X) ⇐⇒ F0, · · · , Fd ∈ Ip(X). 故

Ip(X)为齐次理想,进一步地有 Ip(X) = I(C(X)).

我们有如下的射影情形的 Hilbert零点定理.

Theorem 1.8 (射影 Hilbert零点定理)

♥

(1) X = Vp(I)，且 I 6= (1),则 Ip(Z)
√
I .

(2) Vp(I) = ∅ ⇐⇒
√
I ⊇ (X0, · · · , Xn) ⇐⇒ ∃N, s.t.XN

0 , · · · , XN
n ∈ I .

证明 (1)由命题 1.11(1),设 I = (F1, · · · , Fm),其中 Fi齐次,则 Ip(X) = I(C(X)) = I(V (I)) =
√
I .

(2)不妨 I 6= (1),则 ∅ 6= V (I) ⊆ An+1，又由于 Vp(I) 6= ∅ ⇐⇒ V (I) = (0, 0, · · · , 0),故由仿射的

Hilbert定理得证. □

与仿射情形一样地有下面的命题.

Proposition 1.12

♠

(1) X = Vp(I)不可约 ⇐⇒ Ip(X)为素理想.

(2) X = Vp(I)中的闭集真降链必然有限长.

(3) X = Vp(I)可以唯一分解为不可约分支之并.

1.2.3 射影簇

Definition 1.14

♣称 Vp(P ) = X ⊆ Pn为射影簇，其中 P 为素齐次理想.

此时有分次环 SX = k[X0, · · · , Xn]
/
P .

我们期望在 X 上定义有理函数，若要良定，应当需要所谓的齐次性条件:

Definition 1.15

♣

记 K̃(X) = {F
G
: degF = degG,G 6= 0},并定义

F1

G1

∼ F2

G2

⇐⇒ F1G2 − F2G1 ∈ P.

则K(X) = K̃(X)/ ∼称为 X 上的有理函数域. 与仿射情形一样地可以定义正则函数茎 OX,x.

Remark用局部化的语言有 OX,x = (SX)mx ,K(X) = (SX)(0). 详见 Hartshone Chap1 Thm3.4.

Remark任意 ϕ = F
G
∈ K(X)可以良好定义开集 U = {G 6= 0}上的一个函数.
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1.2 射影代数簇

Proposition 1.13

♠

(1)设 X ⊆ Pn为射影簇，Y = X ∩ U0 6= ∅,则 Y ⊆ U0 ' An为仿射簇,且K(X) ' K(Y ).

(2)任意仿射簇 Y ⊆ U0 ' An，存在 Pn中的射影簇 X 使得 Y = X ∩ U0.

证明 (1) 设 Ip(X) = (F1, · · · , Fm), 则 Y = V (F1(1, x1, · · · , xn), · · · , Fm(1, x1, · · · , xn)), 记为 Y =

V (f1, · · · , fm). 则只需证 I = (f1, · · · , fm)为素的.

若 fg ∈ I ,其中 f, g ∈ k[x1, · · · , xn],则写为 f(x1, · · · , xn) = f(X1
X0
, · · · , Xn

X0
)，g也类似，故可以做

齐次化：存在 N1, N2使得 XN1
0 f,XN2

0 g ∈ k[X0, · · · , Xn]齐次.

又 Vp((X
N1
0 f)(XN2

0 g)) ⊇ Y = X ,则由于 X 不可约，XN1
0 f 或者 XN2

0 g为 Ip(X)中的元素.

则不妨XN1
0 f = G1F1+ · · ·+GmFm,有 f = X−N1

0 (G1F1+ · · ·+GmFm) = g1f1+ · · ·+ gmfm ∈ I .

此外不难建立

K(X) ⇌ K(Y ),
F (X0, · · · , Xn)

G(X0, · · · , Xn)
→ F (1, x1, · · · , xn)

G(1, x1, · · · , xn)
,
XN

0 f

XN
0 g
← f(x1, · · · , xn)

g(x1, · · · , xn)
,其中xi =

Xi

X0
.

(2)设 Y = V (Q),其中 Q / k[x1, · · · , xn]为素理想，则令 X = Y ⊆ Pn,利用点集拓扑可以证明 Y

不可约，则 X 不可约，进而为射影簇. □
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1.3 抽象代数簇

1.3 抽象代数簇

1.3.1 代数簇

Definition 1.16

♣

定义射影代数簇 X 中的非空开集为代数簇. ϕ ∈ K(X)称为 X 上的有理函数.

对 U 为开集,同样可以定义 U 上的正则函数集合 Reg(U) = Γ(U) ⊆ K(X)和正则函数茎 OX,x.

与仿射情形类似地也有如下的直接的结论.

Proposition 1.14

♠

X 为代数簇，是射影簇 X ⊆ Pn中的开集，则

(1)令 Y = X ∩ U0, x ∈ X ∩ U0,有 OX,x = OX,x = OY,x.

(2) Γ(U) = ∩x∈UOX,x.

Theorem 1.9

♥

(1)代数簇 X 是拟紧的，即 X 中的开集是紧的.

(2) f ∈ Γ(X),则 VX(f) = {x ∈ X : f(x) = 0}为闭集.

证明 (1) 只需证代数簇是紧的. 则设 X ⊆ X ⊆ Pn 为射影簇中的开集，设 X = Vp(I), X = X \

Vp(F1, · · · , Fm) = X \ Vp(I).

设 X 有开覆盖 {Uα}α∈Λ, 则 Uα 可以表示为 X \ Vp(F1, · · · , Fm, · · · ) = Vp(Iα), 且 ∩α∈ΛVp(Iα) =

Vp(I).

又由 Noether 性，闭集降链必然有限步稳定，故存在 α1, · · · , αn 使得 Vp(I) = ∩ni=1Vp(Iαi), 进而

X = ∪ni=1Uαi .

(2)由 (1),存在有限个表达式 f = F1
G1

= · · · = Fr
Gr
使得 X = ∪ri=1(X \ Vp(Gi)),记 X \ Vp(Gi) = Ui,

则

VX(f) = ∪ri=1(Ui ∩ Vp(Fi)).

其中 Ui ∩ Vp(Fi)为 Ui中的闭集，进而 VX(f)为闭集. □

14



1.3 抽象代数簇

1.3.2 代数簇之间的映射

Definition 1.17

♣

对代数簇 X,Y 和映射 φ : X → Y ,若

(1) φ连续.

(2)对任意开集 U ⊆ X,V ⊆ Y 使得 φ(U) ⊆ V ,有 φ∗(Γ(V )) ⊆ Γ(U).

则称 φ是一个态射. X → Y 的态射全体记为Mor(X,Y ).

Proposition 1.15

♠
若 φ连续，则上面的条件 (2) ⇐⇒ ∀x ∈ X,φ∗(OY,ϕ(x) ⊆ OX,x.

证明 ⇒:由于 OY,ϕ(x) = lim−→
ϕ(x)∈V

Γ(V ),有 ∀y ∈ OY,ϕ(x), φ∗f ∈ Γ(φ−1V ) ⊆ OX,x. 注意到利用了 φ−1V 是

开集，即 φ连续的条件.

⇐: 对任意 f ∈ φ∗(Γ(V )) = φ∗(∩y∈VOY,y), x ∈ U , 有 f ∈ φ∗(OY,ϕ(x)) ⊆ OX,x, 故有 f ∈

∩x∈XOX,x ⊆ Γ(U). □

Definition 1.18

♣

对代数簇 X ⊆ Pm, Y ⊆ Pn, 若映射 φ : X → Y 由不全为 0 的 u0, · · · , um ∈ K(X) 表示，即

φ(x) = [u0(x) : · · · : um(x)],则称 φ为有理映射.

对两个有理映射 φ = [u0 : · · · : um]和 ψ = [v0 : · · · : vm]，称它们等价，若存在 ϕ ∈ K(X),使得

vi = ϕui. 故显然可以把两个等价的有理映射在公共定义域上看成一样的.

称有理映射 ψ在 x处有定义，若在 x处（或者在 x的邻域内）有表达式 ψ = [ F0
G0

: · · · : Fm
Gm

],其中

Gi(x) 6= 0, Fi(x)不全为 0. 把有定义的点的集合称为定义域，记为 Dom(ψ),它是一个非空开集.

Example 1.15开嵌入、闭嵌入为态射；态射的复合为态射.

Theorem 1.10

♥

对 X,Y 代数簇，其中 Y 仿射，则有一一对应Mor(X,Y ) ⇌ Homk(Γ(Y ),Γ(X)).

特别地，若 X 也仿射，则有Mor(X,Y ) = Poly(X,Y ).

证明 ⇒: φ→ φ∗.

⇐:给定 η : Γ(Y )→ Γ(X)，设 ui = η(yi) ∈ Γ(X),则定义

φη : X → Y, x 7→ (u1(x), · · · , um(x)).

首先有

φ∗η(g)(x) = g(φη(x)) = g(u1(x), · · · , um(x)) = g(η(y1), · · · , η(ym))(x) = η(g)(x), ∀g ∈ Γ(Y ), x ∈ X.
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1.3 抽象代数簇

故 φ∗η = η,则只需验证 φη 是态射：

(1)连续：对 Y 中闭集M = VY (g1, · · · , gr),有 φ−1η (M) = VX(g1(u1, · · · , um), · · · , gr(u1, · · · , um))

为 X 中闭集.

(2)对任意 x ∈ X ,设 ϕ = f(y1,··· ,ym)
g(y1,··· ,ym) ∈ OY,ϕη(x),有 φ∗ηϕ = f(u1,··· ,um)

g(u1,··· ,um) ∈ K(X) ∩ OX,x,故得证. □

事实上上面定义的抽象的态射是完全可以被具体刻画的.

Theorem 1.11

♥对代数簇 X,Y , φ : X → Y 为态射 ⇐⇒ φ是有理映射且 Dom(φ) = X .

证明 ⇒:设 Y = Pm,则设 Y ′i = Y ∩Ui ⊆ Am,令X ′i = φ−1(Y ′i ). 则由条件，X ′i为开集. 设 φi : X
′
i → Am

也为态射，故 uj = φ∗i yj ∈ Γ(X ′i), 1 ≤ j ≤ m. 故有

φ′0 : X
′
0 → Am ↪→ Pm, x 7→ [1 : u1 · · · : um].

故 φ0为有理映射，且不难验证 φ0 = φ1 on X ′0 ∩X ′1. 故可以粘合成一个有理映射 φ，且 Dom(φ) = X .

⇐:首先对任意 x ∈ X , 任取 ϕ ∈ OY,ϕ(x), 有表示 ϕ = F
G 且 G(φ(x)) 6= 0，又 φ在 x附近可以表

示为 [u0, · · · , um]，其中 ui(x)有定义且不全为 0. 则 φ∗ϕ = F (u0,··· ,um)
G(u0,··· ,um) ∈ K(X),且在 x处有定义. 则

φ∗OY,ϕ(x) ∈ OX,x.

则只需证 φ连续. 取 φ的有限个表达 φ = [
Ft,0

Gt,0
, · · · , Ft,m

Gtm
], 1 ≤ t ≤ r,使得

X = ∪rt=1(X \ ((Vp(Gt0 , · · · , Gtm) ∪ Vp(Ft,0 · · ·Ft,m))) = ∪rt=1X
′
t.

其中 X ′t 为开集，且令 X ′t,j = ∪mj=0X
′
t ∩ {Ftj 6= 0},有 X ′t = ∪mj=0X

′
t,j .

则只需验证 φ : X ′t,j → Y ′t,j ⊆ {Yj 6= 0} ⊆ Am 连续即可. 以 t = 0, j = 0为例，则仿射簇之间的映

射 φ0 : X
′
0,0 → Y ′0,0为有理映射且定义域为X ′00，故为多项式映射，设 φ0 = (u1, · · · , um), ui ∈ Γ(X ′00)，

对 Y ′00中的闭集 VY ′
00
(g1, · · · , gs),有 φ−10 VY ′

00
(g1, · · · , gs) = VX′

00
(φ∗0g1, · · · , φ∗0gs)为闭集，故连续. □

Definition 1.19

♣

对代数簇 X,Y，双射 φ : X → Y 称为同构，若 φ和 φ−1都是态射.

与之前定义的仿射代数簇同构的代数簇也被称为仿射代数簇，也简称仿射簇.

Example 1.16 X = A1 \ {0}是仿射的：φ : X → V (xy − 1) ⊆ A2, x 7→ (x, 1x)为同构.

Example 1.17 X = A2 − {(0, 0)}不是仿射的. (提示：可以计算 Γ(X) = k[x, y])
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1.3 抽象代数簇

Proposition 1.16

♠设 X 为仿射簇，则对 0 6= f ∈ Γ(X),有主开集 DX(f)也为仿射簇.

证明 设 X = V (P ) ⊆ An, P 为素理想，则设 f = F (x1, · · · , xn) ∈ Γ(X),则考虑

φ : DX(f)→ Y = V (P, yF − 1), x 7→ (x,
1

f(x)
), ψ : Y → DX(f), (x, y) 7→ x.

有它们互逆且均为态射，则 DX(f)同构于 V (P, yF − 1)为仿射簇. □

Proposition 1.17

♠

X 为代数簇，则

(1)仿射开集构成了 X 的开集基.

(2) X 为有限个仿射开集之并.

证明 (1)任意 x ∈ X ,设 x ∈ {X0 6= 0},故不妨设 x ∈ U ⊆ {X0 6= 0} ⊆ An,其中 U 为 X 中开集. 则 U

在 An中的闭包为仿射簇，设 U = V (I),则 U = U \ V (J), x /∈ V (J).

不妨 U 6= U ,则 J 6= (0),即存在 f ∈ J, f(x) 6= 0. 此时 x ∈ DU (f) = U \ V (f) ⊆ U . 则 DU 为包含

x的仿射开集.

(2)由 (1)和 X 的紧性立得. □

最后来刻画代数簇上的双有理映射.

Theorem 1.12

♥

对 X,Y 为代数簇，则对支配映射 ψ : X → Y ,有如下等价

(0) ψ双有理映射.

(1)存在 U ⊆ X,V ⊆ Y 开集，使得有同构 U ' V .

(2) ψ∗ : K(Y )→ K(X)为同构.

证明 (0)⇒ (1) :设 ψ : X → Y 有逆 φ : Y → X ,考虑

X Y X Y

U1 V1 U1

U V U

ψ ϕ ψ

其中 U1 = Dom(ψ), V1 = Dom(φ), U = ψ−1(V1)∩U1, V = ψ−1(U1)∩ V1. 则 φ ◦ψ : U → X 为恒等，则

φ(U) ⊆ V . 故 U, V 为所求.

(1)⇒ (0) :显然.
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1.3 抽象代数簇

(0)⇒ (2) :由于为支配映射，有 ψ∗ ◦ φ∗ = IdK(X), φ
∗ ◦ ψ∗ = IdK(Y ). 故有同构K(X) ' K(Y ).

(2) ⇒ (0) : 给定 ψ∗ : K(Y ) → K(X) 为同构，不妨 X ⊆ An, 设坐标为 x1, · · · , xn ∈ K(X). 则

yi = (ψ∗)−1(xi) ∈ K(Y )满足 K(Y ) = k(y1, · · · , yn). 故令 φ : Y → An, y 7→ (y1(y), · · · , yn(y))，可以

验证 Im(φ) ⊆ X ,且 φ为 ψ的逆. □

18
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1.4 维数

Proposition 1.18

♠

对有限域扩张K/k,则

(1)存在 x1, · · · , xr ∈ K,使得 x1, · · · , xr 是 k-代数无关的，且 K/k(x1, · · · , xr)为代数扩张. 此

时称 x1, · · · , xr 为一组超越基.

(2)上面的 r与超越基的选取无关，称为K/k的超越次数，记为 tr. degK/k.

证明 首先我们承认如下引理.

Lemma 1.1

♥

记号如上，xn在 k(x1, · · · , xn−1)上代数 ⇐⇒ ∃不可约多项式 F (T1, · · · , Tn) ∈ k[T1, · · · , Tn]使

得 F (x1, · · · , xn) = 0,且 xn在 F 中出现.

(1)由 Zorn引理，存在K 上的极大 k-代数无关子集 x1, · · · , xr. 则此时显然K/k(x1, · · · , xr)为代

数扩张，否则存在 l ∈ K 关于 k(x1, · · · , xr)超越，则加入 l可以获得更大的代数无关集合，矛盾.

(2)对两组超越基 x1, · · · , xr 和 y1, · · · , ys,不妨 r ≤ s.

由于 y1在 k(x1, · · · , xr)上代数,则存在 F (x1, · · · , xr, y1) = 0,且至少一个 xi(不妨为 x1)在 F 中出

现，则由引理x1在 k(x2, · · · , xr, y1)上代数,进而K/k(x2, · · · , xr, y1)为代数扩张，故 y2在 k(x2, · · · , xr, y1)

上代数.

类似地K/k(y1, y2, x3, · · · , xr)也代数，一直下去有K/k(y1, · · · , yr)也代数，则 y1, · · · , yr 为超越

基，即 r = s. □

Definition 1.20

♣对代数簇 X ,定义其维数为 dim(X) = tr. degK(X)/k.

则维数有如下的基本性质.

Proposition 1.19

♠

(1) U ⊆ X 为非空开集，则 dimU = dimX .

(2)对不可约闭集 Z ⊆ X ,有 dimZ ≤ dimX ,且取等当且仅当 Z = X .

证明 (1)此时有K(U) = K(X)，则由定义立得.

(2)不放 Z ⊆ X ⊆ An为仿射簇，其中 Γ(X) = k[T1, · · · , TN ]
/
I(X),Γ(Z) =

k[T1, · · · , TN ]
/
I(Z),

并记 Ti 在商中的像分别为 Ti, Ti. 则若任意 Ti1 , · · · , Tin 代数无关可以推出 T i1 , · · · , T in 代数无关，则

dimX ≥ dimZ.

若 dimX = dimZ = n,Z 6= X ,则存在 0 6= f ∈ Γ(X), f(Z) = 0. 设 K(Z)的超越基为 T1, · · · , Tn,
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1.4 维数

则 T1, · · · , Tn为K(X)的超越基. 设有关系

am(T1, · · · , Tn)fm + · · ·+ a0(T1, · · · , Tn) = 0.

则在 Z 上考虑，只能有 a0(T1, · · · , Tn) = 0,与 T1, · · · , Tn作为超越基代数无关矛盾！ □

Example 1.18 dimAn = n.

Example 1.19对 An中超曲面 V (F ),有 X = dimV (F ) = n− 1:

设 K(X) = k(x1, · · · , xn),则 F (x1, · · · , xn) = 0,不妨 xn 出现在 F 中，则 xn 在 k(x1, · · · , xn−1)

上代数，即 dimX ≤ n− 1.

另一方面若G(x1, · · · , xn−1) = 0,则G(x1, · · · , xn−1) ∈ (F ),但F 包含 xn，矛盾! 故 dimX = n−1.

事实上在特征 0的域中余维 1的代数簇由超曲面刻画.

Proposition 1.20

♠对特征 0的域 k, X 为 n维代数簇，则它双有理等价于 An+1中的超曲面.

证明 由定义，存在 x1, · · · , xn ∈ K(X)是 k-代数无关的,使得 K(X)
/
k(x1, · · · , xn) 为有限扩张. 该

扩张可分，故为单扩张，即设 α ∈ K(X),K(X) = k(x1, · · · , xn, α) ' k(x1, · · · , xn)[y]
/
(F ), 其中

f ∈ k[x1, · · · , xn, y]不可约. 则令 Y = V (f) ∈ An+1,有K(X) ' K(Y ). 故 X 和 Y 双有理等价. □

小维数的代数簇也可以被刻画.

Proposition 1.21

♠

设 X 为代数簇.

(1) dimX = 0 ⇐⇒ X = {pts}.

(2) dimX = 1且 X ⊆ A2,则 I(X) = (f),其中 f ∈ k[x, y]不可约.

(3) dimX = 1,则 X 与超曲面 V (f) ⊆ A2双有理等价.

证明 (1)显然.

(2)若 I = I(X)不为主理想，则存在 f, g ∈ I 互素 (为什么？).

则进而 f, g 在 k(x)[y] 中互素，又 k(x)[y] 为 PID，存在 R,S ∈ k(x)[y], Rf + Sg = 1, 通分有

Af +Bg = D,D ∈ k[x], A,B ∈ k[x, y].

若 (a, b) ∈ V (f, g),则只能 D(a) = 0,又 D为单元多项式，零点有限，故 V (f, g)的第一分量只有

有限中可能，由对称性对第二分量也是，故 V (f, g)为有限个点，矛盾！进而 I 为主理想，即 I = (f), f

不可约.

(3) 由上面的命题，只需考虑 chark = p > 0 的情形. 由 dimX = 1, 可取 x ∈ K(X) 使得
K(X)

/
k(x)为代数扩张，若该扩张可分，则与上面特征 0的情形相同.
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1.4 维数

否则，取其可分闭包 k(x) ⊆ L = k(x, α) ⊆ K(X),其中 L/k(x)可分，K(X)/L纯不可分. 此时有

单扩张链 K0 = L ⊆ K1 = K0(β1) = K0(β
1
p

0 ) ⊆ K2 = K1(β
1
p

1 ) · · · ⊆ Kr = K(X),其中 βi−1 ∈ Ki−1. 进

而考虑

k(x) k(x, α) = K0 K1 = K0(β
1
p

0 )

k(x
1
p ) k(x

1
p , α

1
p )

k(x
1
p2 ) k(x

1
p2 , α

1
p2 )

n次，可分 p次

可分

可分

一直进行下去，有K(X) = k(x
1
pr , α

1
pr ),则K(X)/k(x

1
pr )为单扩张，进而化为命题 1.20情形. □
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1.5 光滑与奇异

对仿射簇 X = V (P ) = V (f1, · · · , fm)，我们可以定义外蕴的切空间 TxX = {v ∈ kn : Jx · v = 0},

其中 Jx是 fi在 x处的线性部分张成的. 它有如下的内蕴刻画：

Theorem 1.13

♥
T ∗xX = mX,x

/
m2
X,x

.

证明 设 X = V (P ),由平移不妨 x = 0. 记 mx = (x1, · · · , xn),则设 fi = li + hi，其中 li 为线性部分，

则有 hi ∈ m2
x. 同时有 T ∗xX = (kn)∗

/
SpankJx

= (kn)∗
/
Spank{li},故

mX,x
/
m2
X,x

= S−1(
mx + P

m2
x + P

) ' mx + P

m2
x + P

'
mx/

m2
x

(m2
x + P )/

m2
x

' Spank{x1, · · · , xn}
Spank{l1, · · · , ln}

' T ∗xX.

则得证. □

上面的讨论是针对仿射簇的，但它启发我们对一般的代数簇作如下定义.

Definition 1.21

♣

设 X 为代数簇，对 x ∈ X ,若 dimk
mX,x

/
m2
X,x

= dimX ,则称 x为光滑点，否则为奇异点. 光

滑点的集合记为 Xsm.

Example 1.20 对仿射簇，首先有 dimT ∗xX = n − rank(Jx), 故考虑 X = V (y2 − x3) ⊆ A2, 设 P =

(x0, y0) ∈ X ,则 P 为光滑点 ⇐⇒ dimX + rank(−3x2, 2y) = 2 ⇐⇒ rank(−3x2, 2y) = 1. 故 (0, 0)为

奇异点，其它为光滑点.

或者也可以利用定理 1.13来计算余切空间的维数. 则 m = (x, y) + (y2 − x3),m2 = (x2, xy, y2) +

(y2 − x3) = (x2, xy, y2),则

T ∗0X = m/m2 = (x, y)/(xy, y2, x2) = kx⊕ ky.

故 dimT ∗0X = 2.

关于维数和光滑性进一步有如下的命题，在此不做证明.

Proposition 1.22

♠

(1) dimX ≤ dimk
mX,x

/
m2
X,x

.

(2)设 F 不可约，则 X = V (F ) ⊆ An的光滑点集 Xsm为非空开集.

(3)若 chark = 0或者 dimX = 1,则 Xsm为非空开集.
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1.5 光滑与奇异

Theorem 1.14

♥X 为仿射曲线，A = Γ(X),则 A的非平凡素理想均为极大理想.

证明 都则，有素理想 P 使得 (0) ⊊ P ⊊ Q ⊆ A, 则取 0 6= u ∈ P, v ∈ Q \ P . 则由 dimX = 1 有

K(X)/k(u)为代数扩张，特别地 v为 k(u)上的代数元. 故存在不可约多项式 F ∈ k[x, y], F (u, v) = 0.

设 F (x, y) = xG(x, y) +H(y),则 uG(u, v) +H(v) = 0,进而 H(v) = −uG(u, v) ∈ P . 设 H(y) =

a(y − b1) · · · (y − bn),有 a(v − b1) · · · (v − bn) ∈ P .

由 P 为素理想，存在 v − bi ∈ P ⊆ Q,但由于 v /∈ P ,有 bi 6= 0, v /∈ Q,则矛盾! □

下面我们用环论的语言刻画光滑性.

Definition 1.22

♣

对整环 R,设K = Frac(R)为分式域，定义

Rν = {α ∈ K : α在R上是整的，即存在首一多项式f ∈ R[x], f(α) = 0}.

为 R的正规化.

若 R = Rν，则称 R为正规环.

Proposition 1.23

♠

(1) UFD是正规的.

(2) k为代数闭域，R为整环且为有限生成 k-代数，则 Rν/R是有限扩张. 特别地，Rν 也有限生

成.

证明 (1)若不正规，则存在 u
v ∈ K −R在 R上整，不妨 gcd(u, v) ∼ 1,并设

f(
u

v
) = (

u

v
)n + an−1(

u

v
)n−1 + · · ·+ a0 = 0, ai ∈ R.

则通分后有 −un = a0v
n + a1v

n−1u+ · · ·+ an−1vu
n−1. 但 v整除右边，不整除左边，矛盾！

(2)远超本课程范围，略去. □

Example 1.21设 R = k[x, y]
/
(y2 − x3),则K(t)

∼−→ K(R), t 7→ y
x . 注意到 ( yx)

2 = x ∈ R, ( yx)3 = y ∈ R,

有 y
x ∈ R

ν ,进而 Rν ⊇ R[ yx ] = k[ yx ] ' k[t]. 可以验证 k[t]为正规的，则 Rν = k[t] 6= R,即 R不是正规

环.
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Definition 1.23

♣

对整环 R和分式域K = Frac(R)，称 R为离散赋值环 (DVR),若存在赋值v : K∗ → Z,满足：

(1) v(1) = 0.

(2) v(r1r2) = v(r1) + v(r2), ∀r1, r2 ∈ K∗.

(3) ∃x ∈ K,V (x) = 1.

(4) v(r1 + r2) ≥ min{v(r1), v(r2)}, ∀r1, r2 ∈ K∗.

(5) R = {a ∈ K : v(a) ≥ 0} ∪ {0}.

Proposition 1.24

♠

若 R为 DVR，则

(1) m = {a ∈ K : v(a) > 0} ∪ {0}为极大理想，且 (R,m)为局部环.

(2) x如定义中的 (3),则m = (x),且 R是正规的，为 PID.

证明 (1)任意 s ∈ R \m,有 v(s) = 0,则 v(1s ) = v(1) − v(s) = 0.1s ∈ R,即 s可逆，故m为极大理想，

且 (R,m)为局部环.

(2)显然 (x) ⊆ m,任取 0 6= a ∈ m,设 v(a) = r,则 v( axr ) = 0,即 a
xr ∈ R,进而 a = a

xr x
r ∈ m,m ⊆

(x). 故m = (x).

再证 R是正规的，注意到：任取 y ∈ K∗,有 y ∈ R或者 y−1 ∈ R.

任取 y ∈ Rν ,则设 yn + an−1y
n−1 + · · · + a0 = 0, ai ∈ R,若 y ∈ R,则结束，否则有 y−1 = z ∈ R,

此时有

y = −(an−1 + an−2z + · · ·+ a0z
n−1) ∈ R.

再证为 PID.任意 0 6= z ∈ R,设 n = v(z) ≥ 0，则 v( zxn ) = 0,即 z
xn 可逆.

则任取 I 为R的理想，则取 a0 ∈ I ,使得 k = v(a0) = min{v(a) : a ∈ I, a 6= 0},则 xk = a0 · x
k

a0
∈ I ,

进而 (xk) ⊆ I . 可以验证 I = (xk). □

下面用上面的语言来刻画曲线上的光滑性.

Theorem 1.15

♥

对代数曲线 X 和 P ∈ X ,有下列命题等价.

(1) P 为 X 的光滑点.

(2) (OX,P ,mX,P )为 DVR.

(3) OX,P 为正规环.

证明 (2)⇒ (3) :上面的命题给出.

(1) ⇒ (2) :设 mX,P
/
m2
X,P

= Spank(u),其中 u ∈ OX,P , u(P ) = 0. 可以验证 mX,P = (u),进而

mr
X,P = (ur).
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1.5 光滑与奇异

又mX,p · ∩rmr
X,P = ∩rmr

X,P ,则由 Nakayama引理，有 ∩rmr
X,P = (0).

则在OX,P 上定义赋值：若 0 6= f ∈ OX,P ,则存在 r使得 f ∈ mr
X,P \m

r+1
X,P . 则定义 v(f) = r. 进一

步可以扩展到分式域上，可以定义一个赋值.

(3) ⇒ (1) :任取 u, v ∈ mX,P ,只需证 u, v 线性相关. 由 dimK(X) = 1,故 u, v 代数相关，即存在

不可约多项式 f = fd + · · · + fN ,使得 f(u, v) = 0,其中 fi 为 i次部分. 则通过对 u, v 做合适的可逆线

性变换，可设 fd(u, v) = ud + · · ·+ a0v
d,则

f(u, v)

vd
= (1 + cd(u, v))(

u

v
)d + · · ·+ (a0 + c0(u, v)) = 0.

其中 ci 为多项式，且由于 cd(u, v) ∈ mX,P , 有 1 + cd(u, v) 可逆，故上面的多项式可以首一化，进而

g = u
v ∈ (OX,P )ν = OX,p,则 u = v · g,其中 g ∈ OX,P

/
mX,P = k,则线性相关. □

Proposition 1.25

♠对代数曲线 X , P 为光滑点，则任意有理映射 φ : X → Pn在 P 处有定义.

证明 设 φ = [u0 : · · · : un], ui ∈ K(X),则由于 OX,P 为 DVR,存在赋值 v : K(X)→ Z.

不妨设 v(u0)最小，则 v( uiu0 ) ≥ 0,从而 ui
u0
∈ OX,P . 则 φ = [1 : u1u0 : · · · : unu0 ]有定义. □
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1.6 奇点解消

1.6 奇点解消

Definition 1.24

♣

对代数簇 X , X 的一个奇点解消是指一个双有理映射 µ : X̃ → X , 使得 X̃ 为光滑射影簇，且

µ : µ−1(Xsm)→ Xsm为同构.

Theorem 1.16

♥

设 C 为射影代数曲线，则

(1) C 的正规化 ν : C̃ → C 为奇点解消.

(2) C 的解消在同构意义下唯一.

证明 (1)超过本课程范畴，略去.

(2)可以约化为证明：若态射 ψ : C̃ → C̃ 满足 ψ∗ = Id : K(C̃)→ K(C̃),则 ψ = IdC̃ ,留作作业. □

Example 1.22对 C = {y2 − x3 = 0} ⊆ A2,则考虑 Γ(C) = k[x, y]/
(y2 − x3) 的正规化 k[ yx ]（第一章例

1.21），可知 C̃ = A1.
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Chapter 2 概型

2.1 层

Definition 2.1

♣

对拓扑空间 X ,设 S 为 X 上开集的范畴，则 Abel群预层是指一个函子 F : Sop → A,其中 A为

Abel群范畴. 具体而言，即对任意开集 U ⊆ X ,指定一个 Abel群 F(U),满足

(0) F(∅) = 0.

(1) ∀V ⊆ U 开集，存在 Abel群同态 rUV : F(U)→ F(V ),称为限制映射.

(2)任意开集链W ⊆ V ⊆ U 有 rUW = rUV ◦ rVW .

对两个预层 F ,G,预层同态η由下面形式表达:

∀U 为开集，ηU : F(U)→ G(U)为群同态，且满足对任意 V ⊆ U，使得有如下交换图表:

F(U) G(U)

F(V ) G(V )

ηU

ηV

rUV rUV

Example 2.1X 为光滑流形，C∞X (U) = {U上的光滑函数},则 C∞X 为预层，其中限制映射即为典范意义

的限制. 事实上它是一个层.

Example 2.2对 X = R,取 L1
X(U) = {U上绝对可积函数},则 L1

X 为预层.

Definition 2.2

♣

s ∈ F(U)称为 U 上的截面. 若 V ⊆ U ,则记 rUV (s) = s|V .

定义 x处的茎Fx = lim−→
x∈U
F(U) =

⊔
x∈U F(U)/ ∼,其中对 sU ∈ F(U), tV ∈ F(V )，则定义

su ∼ tv ⇐⇒ ∃W ⊆ U ∩ V, s.t.sU |W = tV |W .

则 α ∈ Fx可以用 sU 表示. 对 s ∈ F(U),记 sx为 s在 F(U)中的像.

下面的命题都是易于验证的.

Proposition 2.1

♠

(1) α = sU = 0 ⇐⇒ ∃V ⊆ U, s.t.sU |V = 0.

(2) α = sU , β = tV ,则 α = β ⇐⇒ ∃W ⊆ U ∩ V, s.t.sU |W = tV |W .

(3) s ∈ F(U),则 {x ∈ U : sx = 0 ∈ Fx}为开集.



2.1 层

Definition 2.3

♣

若预层 F 满足对任意开集 U ⊆ X ,以及 U 的开覆盖 Vi, i ∈ I ,以及 si ∈ F(Vi),若令 Vij = Vi ∩Vj ,

有 si|Vij = sj |Vij ,则存在唯一 s ∈ F(U)，使得 |Vi = si.粘合性). 则称 F 为层.

则有如下命题.

Proposition 2.2

♠

对层 F ,有

(1) ∀s ∈ F(U),有 {x ∈ U : sx = 0 ∈ Fx}为开集.

(2) s ∈ F(U),则 s = 0 ⇐⇒ ∀x ∈ U, sx = 0.

证明 (2)⇒:显然.

⇐: ∀x ∈ U , 存在其邻域 Vx 使得 s|Vx = 0 ∈ F(Vx), 则对 U 的开覆盖 (Vx, s|Vx = 0) 作粘合，有

s = 0. □

Definition 2.4

♣

对层的同态 η : F → G,称 η 为单同态，若任意开集 U ⊆ X ,有 ηU : F(U) → G(U)是群的单同

态. 类似可以定义满同态和同构.

并可以定义预层 ker(η) : U 7→ ker(ηU ), η(F) : U 7→ Im(ηU ).

Remark ker(η)是一个层，但 η(F)不一定！后面会定义所谓的像 Im(η),使得它是一个层.

Proposition 2.3

♠

对层同态 η : F → G,有

(1) ker(η)是一个层.

(2)可以定义 ηx : Fx → Gx,且 (ker η)x = ker(ηx).

(3) η为单同态 ⇐⇒ ∀x ∈ X, ηx : Fx → Gx单 ⇐⇒ ker η = 0.

(4)对预层 η(F ),有 (η(F))x = ηx(Fx).

证明 (1)对任意 si ∈ (ker η)(Vi) = ker(ηVi),且 si|Vij = sj |Vij ,则将 si 视为 F(Vi)中的元素，则可以唯

一粘合成 s ∈ F(U). 则此时

ti = (ηU (s))|Vi = ηVi(si) = 0 ∈ G(Vi).

则由 G 是层，ti可以粘合成 0 ∈ G(U),则 0 = ηU (s). 故 s ∈ ker(ηU ) = (ker η)(U),即可以唯一粘合.
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2.1 层

(2)由定义有

ker(ηx) = {sU : ηU (sU ) = 0} = {sU : ∃V ⊆ U, ηU (sU )|V = 0}

= {sU |V : ηV (su|V ) = 0} = {sV : ηV (sV ) = 0} = (ker η)x.

(3) 若 η 单，则 (ker η)(U) = 0, 进而 (ker η)x = 0. 反之若 ∀x ∈ X, ηx 单，则由 (2)，(ker η)x =

ker(ηx) = 0,则任意 U , (ker η)(U) = 0,即 η单.

(4)同 (2),在此省略. □

任意预层都可以“层化”.

Theorem 2.1

♥

X 上预层 F ,则存在层 F+和预层同态 θ : F → F+,使得满足泛性质：

∀层 G 和预层同态 η : F → G,存在唯一层同态 η+ : F+ → G 使得如下图表交换.

F G

F+

η

η+
θ

此外，F+在同构意义下唯一，且 ∀x ∈ X, θx : Fx → F+
x 为同构.

证明 定义

F+(U) = {f : U →
⊔
x∈U
Fx : ∀z ∈ U, ∃邻域Vz, sVz ∈ F(Vz), s.t., f |Vz = sVz : Vz →

⊔
x∈Vz

Fx ↪→
⊔
x∈U
Fx}.

F+以函数的自然粘合称为层（验证！）.

并定义 θU : F(U)→ F+(U), s 7→ {s : U →
⊔
x∈U Fx, x 7→ sx}.

用另一种形式看 F+ 的截面：设 f ∈ F+(U), 则由定义存在开覆盖 Vi 和 si ∈ F(Vi), 使得 f |Vi =

si : Vi →
⊔
x∈Vi Fx.则显然有 (si)x = (sj)x, ∀x ∈ Vi ∩ Vj . 我们称 f 是由 (Vi, si)粘成的截面,也简记为

f = (Vi, si).

则任意 ηU : F(U)→ G(U),定义 η+U (U) : F+(U)→ G(U), f = (vi, si) 7→ (Vi, ηVi(si))在 G(U)中粘

成的截面. 它满足上面的交换图表.

F+的唯一性可以利用泛性质得到，并可以验证存在一一对应 θx : Fx → F+
x . □

Definition 2.5

♣

设层同态 η : F → G,考虑
η(F) G

η(F)+

ι

ι+

θ

则定义 Imη = ι+(η(F)+)为 η的像. 它是一个层，并自然视为 G 的子层.

称 η是满的，若 Im(η) = G.

29



2.1 层

Proposition 2.4

♠

(1) η满 ⇐⇒ ∀x ∈ X, ηx : Fx → Gx满.

(2) η同构 ⇐⇒ ∀x ∈ X, ηx为同构.

证明 (1)⇒: η(Fx) = η(F)x = (Imη)x = Gx.

⇐:对任意 t ∈ G(U),利用 ηx(Fx)x = η(F)+x = Gx,对 ∀x ∈ U ,存在 sx ∈ Fx使得 ηx(sx) = tx.

即存在邻域 Vx和 sVx 使得 sx = (sVx)x, ηVx(sVx) = t|Vx ,则 (Vx, ηVx(sVx)可以粘合成 Im(F)中的截

面，则 G = Im(F). □

Definition 2.6

♣

(1)对 F ,F ′,定义商层F
/
F ′ 为预层 G : U 7→ F(U)

/
F ′(U)的层化.

(2)对连续映射 f : X → Y , F 为 X 上的层，则定义推出为层 f∗F : V 7→ F(f−1V ).

(3)对连续映射 f : X → Y , G为 Y 上的层，则定义拉回为预层 f−1G : U 7→ lim−→
f(U)⊆V

G(V )的层化。

关于如上的定义有下面的命题，证明作为作业.

Proposition 2.5

♠

定义如上，则

(1) ∀x ∈ X, (f−1G)x = Gf(x).

(2) HomX(f
−1G,F) = HomY (G, f∗F).

本节最后介绍截面函子的左正合性，以及层的粘合. 下面的定理证明略去.

Theorem 2.2

♥

(1)层的正合列 0→ F1 → F2 → F3 → 0等价于有正合列 0→ F1x → F2x → F3x → 0, ∀x ∈ X .

此时有正合列 0→ F1(X)→ F2(X)→ F3(X).

(2)设 X 有开覆盖 {Ui}i∈I , Fi为 Ui上的层，令 Uij = Ui ∩ Uj，且

(a) ϕij : Fi|Uij → Fj |Uij 为同构.

(b) ϕik = ϕij ◦ ϕjk.

则存在 X 上的层 F 使得 F|Ui ' Fi, ∀i ∈ I .
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2.2 概型

2.2 概型

2.2.1 环化空间

Definition 2.7

♣

定义环化空间为二元组 (X,OX),其中 X 是拓扑空间，OX 为 X 上环层.

环化空间之间的态射是指 (f, f#) : (X,OX)→ (Y,OY ),满足 f : X → Y 为拓扑空间的连续映射，

f# : f−1OY → OX 是环层同态.

若 ∀x ∈ X,OX,x 为局部环，则称为局部环化空间. 局部环化空间之间的态射是指环化空间的态

射 (f, f#)，满足 f#的诱导同态 OY,f(x) → OX,x为局部环同态.

Example 2.3 (X,C∞X )为局部环化空间.

Example 2.4对代数簇X ,定义环层OX(U) = {U上正则函数}. 则 (X,OX)是局部环化空间，且代数簇

之间的态射对应于局部环化空间之间的态射.

下面把第一章中定义的 Zariski拓扑扩展到 Noether环上,以定义素谱空间的拓扑结构.

Definition 2.8

♣A为Noether环，设X = SpecA = {A的素理想},定义X上的闭集形如 V (I) = {P ∈ X : I ⊆ P}.

Remark同前，此时有 V (I) ∩ V (J) = V (I + J), V (I) ∪ V (J) = V (IJ),进而可以验证上面的定义确实

给出了一个拓扑.

Example 2.5设 k为代数闭域，A = k[x, y], X = SpecA. 则 V ((x)) = {(x)} ∪ {(x, y − a) : a ∈ k}.

以下的事实来自于交换代数,均设 A为 Noether环. 证明可以参考许金兴老师的交换代数讲义.

Proposition 2.6
(1)设 S为A的乘性子集，则任意同态A→ S−1A可以诱导素谱空间的连续映射 Spec(S−1A)→

Spec(A).进而 Spec(S−1A)与 A中和 S 不交的素理想有一一对应.

特别地，对 s ∈ A,有 Spec(As) = {P ∈ Spec(A) : s /∈ P}，并定义形如 D(s) = Spec(As) =

Spec(A) \ V ((s))的开集为主开集.

(2)对 I / R,有
√
I = ∩P∈V (I)P . 特别地有幂零元生成的理想 rad(I) = ∩P∈Spec(A)P.

(3) X = Spec(A)的主开集构成了其上的一组开集基.

(4) Spec(A)是拟紧的，即每个开集都是紧的.

(5)设M 为 A-模，对 x ∈M ,有

(a) x = 0 ∈ S−1M ⇐⇒ ∃s ∈ S, sx = 0 in M.
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2.2 概型

♠(b)若 ∀P ∈ Spec(A), x = 0 in MP ,则 x = 0 in M .

现在我们可以定义如下的环层：

Definition 2.9

♣

对 Noether环，可以定义 X = SpecA上的环层 OX :

OX(U) = {f : U →
⊔
p∈U

Ap | ∀p ∈ U, ∃h, s ∈ A, s.t.p ∈ D(s), f |D(s) =
h

s
: D(s)→

⊔
p∈U

Ap}.

Remark我们可以将 f ∈ OX(U)视为由 (D(si),
hi
si
)粘合得到,其中粘合性可以如下刻画：

hi
si

=
hj
sj

in Ap, ∀p ∈ D(sisj)

⇐⇒ hi
si

=
hj
sj

in Asisj

⇐⇒ ∃N, s.t.sN−1i sNj hi = sNi s
N−1
j hj in A.

Proposition 2.7

♠如上定义的 (X,OX)为局部环化空间 (被称为仿射概型)，且 OX,P ' AP .

证明 由于关于素理想的局部化为局部环，故只需证后面的同构.

首先定义 φ : OX,P → AP , fU 7→ [hs ] ∈ AP ,其中 f 由 h
s : U →

⊔
Q∈U AQ实现.

它是良好定义的：若 fU = gV ,设 f 由 h
s 表示，g由

h′

s′ 表示，则取开集W ⊆ U∩V ,有 h
s = h′

s′ in AW ,

进而 h
s = h′

s′ in AP .

再定义 ψ : AP → OX,P , [hs ] 7→ fD(s),其中 P ∈ D(s),且 f = h
s on D(s).

它也是良定的：若 [h1s1 ] = [h2s2 ] in AP ,则存在 s /∈ P, s(s2h1 − s1h2) = 0. 故 h1
s1

= h2
s2

in D(ss1s2),进

而 h1
s1 D(ss1s2)

= h2
s2 D(ss1s2)

,即 h1
s1

= h2
s2

in OX,P .

显然 φ和 ψ为互逆映射，则同构得证. □

Theorem 2.3

♥

(1) OX(X) = A.

(2)对 f ∈ A,有环化空间的同构 (Xf = SpecAf ,OXf
) ' (D(f),OX |D(f)).

证明 (1)只需证任意 f ∈ OX(X),有 f ∈ A.

设 f = (D(si),
hi
si
),由之前的讨论，存在 N ,使得 (sisj)

N (hisi −
hj
sj
) = 0.

又由于X = ∪iD(si). 即 V ({si}) = ∅ ⇐⇒ ({si}) = (1). 进而存在 s1, · · · , sn使得 (sN1 , · · · , sNn ) =

(1). 设 a1, · · · , an ∈ A使得 a1s
N
1 + · · ·+ ans

N
n = 1,则令 f̃ = a1s

N−1
1 h1 + · · ·+ ans

N−1
n hn ∈ A,有在任

32



2.2 概型

意 D(si)上，有

hi
si

=
∑
j ̸=i

(ajs
N
j

hi
si
) + ais

N−1
i hi =

∑
j ̸=i

(ajs
N−1
j hj) + ais

N−1
i hi = f̃ .

故 f = f̃ ∈ A.

(2)只需验证对 φ : Spec(Af )→ D(f)为环层同构即可，不难验证它是环层同态，且显然为双射.

φ是连续的：对 V (I) ∈ D(f)为闭集，有 φ−1(V (I)) = V (IAf )为闭集.

φ−1是连续的：对 V (J) ∈ Spec(Af )为闭集，有 φ(V (J)) = V (Jc) ∩D(f)为闭集. □

2.2.2 概型

Definition 2.10

♣

概型是一个局部环化空间 (X,OX)，它由 (Ui = Spec(Ai),OX |Ui = OUi) 粘合而成，每一个

(Ui,OUi)也被称为仿射邻域.

此时称 X 为承载拓扑空间，OX 称为结构层. 概型之间的态射定义为局部环化空间之间的态射.

Theorem 2.4

♥对 X = SpecA, Y = SpecB,有环同态和概型态射之间的一一对应 Hom(B,A) ' Mor(X,Y ).

证明 对 η : B → A为环同态，则熟知有连续的拉回映射 fη : X → Y .

并考虑 U 为 X 的开集，对 fη(U) → V , 可以定义 OY (V ) → OX(f−1(V )), f = (D(si),
hi
si
) 7→

(D(η(si)),
η(hi)
η(si)

)),则由于 f−1OY (U) = lim−→
fη(U)⊆V

OY (V )以及OX(f−1(V )),可以定义 f#η : f−1(OY (U))→

OX(U).

则 fη 为环层态射，且由命题 2.7，则有 f#Q : OY.Q = BQ 7→ AP = OX,P 为局部环同态，进而 fη 为

局部环层态射，即为概型的态射.

反之对 (f, f#)为概型的态射，则考虑 η = f#X ◦ i : OY (Y ) = B → (f−1OY )(X) → OX(X) = A,

它是一个环同态.

再验证这是可逆的对应，即 f = fη：对任意 P ∈ X ,由于有局部环同态 f#P = ηP : OY,Q → OX,P，

则 η−1(PAP ) = QBQ,即 fη(P ) = η−1P = Q. □

与层的粘合类似地，有概型的粘合：

Theorem 2.5

♥

对拓扑空间 X 和开覆盖 {Ui}，设 (Ui,OUi)为概型，令 Uij = Ui ∩ Uj ,且有同构

fij : (Uij ,OUi |Uij )
∼−→ (Uij ,OUj |Uij ).

满足 fij ◦ fjk = fik,则存在概型 (X,OX)，使得 OX |Ui ' OUi .
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2.2 概型

由此可以描述概型之间的态射. 对概型 X,Y , 设 f : X → Y 为连续映射，取仿射开覆盖 Y =

∪i(Yi = SpecBi),则可以对 f−1(Yi)取仿射开覆盖 f−1(Yi) = ∪j(Xij = SpecAij).

需要 fij : Xij → Yi 之间满足粘合关系. 如果 Xij 和 Xkl 的交也是仿射的，则可以利用定理 2.4将

问题转化为环的同态进行分析. 在验证粘合条件之后我们就将态射约化到仿射概型上，将问题加以简

化.

下面是一个重要且基本的例子，即所谓射影空间概型的构造：

设 R 为环，则设 AnR = (SpecR[x1, · · · , xn],OAn
R
). 则考虑射影坐标 [X0 : · · · : Xn], 定义 U0 =

SpecR[x1, · · · , xn],其中 xi =
Xi
X0

,并类似定义 Ui, 1 ≤ i ≤ n.

则在集合意义上定义 PnR = ∪ni=0Ui,希望利用上面的粘合定理来构造概型.

进而需要考虑两片的交. 为了方便不妨设一片为 U0,则 U0i = U0 ∩ Ui = Spec(R[x1, · · · , xn]xi) =

DU0(xi =
xi
x0
),则有

(Spec(R[
X0

Xi
, · · · , Xn

Xi
]X0
Xi

),OUi |U0i)
≃−→ (Spec(R[

X1

X0
, · · · , Xn

X0
]Xi
X0

),OU0 |U0i)

R
Id−→ R,

X0

Xi
7→ (

Xi

X0
)−1,

Xj

Xi
=

Xj

X0

Xi
X0

, j 6= 0.

且不难验证复合的相同条件，进而可以进行层的粘合. 我们记得到的概型为 PnR.

最后与代数簇时的情形一样地，有如下的定理.

Theorem 2.6

♥

(1)任意概型中的仿射开集构成了开集基.

(2)仿射概型中的主开集构成了开集基.

2.2.3 闭子概型

Definition 2.11

♣

对概型 (X,OX),若

(1) Z i−→ X 为闭集.

(2)存在理想层 IZ ⊆ OX，使得 i∗OZ = OX/IZ .

则称概型 (Z,OZ)为闭子概型，IZ 称为定义理想层.

对 k 域，则 Pnk 的闭子概型称为射影概型. 射影概型的开子概型 (即开子集上自然定义的子概型)

称为拟射影概型.

下面是闭子概型的最基本的例子.
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2.2 概型

Proposition 2.8

♠设 (X = SpecA,OX)，则对 I ≤ A,有 (Z = V (I) ' Spec(A/I),OZ)为闭子概型.

证明 对任意开集 U ⊆ X ,定义 IZ(U) = {f ∈ OX(U) : f(P ) ∈ IP , ∀P ∈ X},不难验证它是一个理想

层，且满足条件. □

Example 2.6对 X = A1
k,则有闭子概型 (Z = Spec(k[x]

/
(x2)

),OZ).

事实上对仿射概型而言上面的例子刻画了所有的闭子概型.

Theorem 2.7

♥

(1) 对概型 X 的闭子概型 Z, 存在 X 的仿射开覆盖 X = ∪i(Ui = SpecAi,Oi), 使得 Z ∩ Ui =

Spec(Ai/Ii).

(2)设 X = SpecA为仿射概型，则 X 的闭子概型形如 Spec(A/I).

2.2.4 整概型

Definition 2.12

♣

对概型 X:

若 X 作为拓扑空间不可约，则称为不可约概型.

若任意开集 U , OX(U)作为环既约（即幂零理想平凡），则称为既约概型.

若任意开集 U ,有 OX(U)为整环，则称为整概型.

Theorem 2.8

♥概型 X 是整的当且仅当它不可约且既约.

证明 ⇒: 整环显然是既约的. 若 X 不可约，则存在 X = X1 ∪ X2, 其中 Xi 为真闭子集，则 U1 =

X \X1, U2 = X \X2为不交的开集. 但 OX(U1 × U2) = OX(U1)×OX(U2)不是整环，矛盾！

⇐:任取 U ⊆ X 为开集，若 f, g ∈ OX(U), fg = 0，则考虑 Y = {x ∈ U : fx ∈ mx}, Z = {x ∈ U :

gx ∈ mx},则 U 可以写成闭集的并 U = Z ∪ Y ,进而由不可约只能 Y = U 或者 Z = U . 不妨 Y = U ,则

考虑 U 的任意仿射开子集 V = SpecA,有 DV (f) = Spec(Af )为空集，进而 f 在 V 上幂零，则由既约

只能 f |V = 0，故由任意性可知 f = 0. □

Definition 2.13

♣

对概型 X ,设 N ≤ OX 为幂零理想层，则定义闭子概型 (Xred = X,OX,red = OX/N)为 X 的既

约概型.

Example 2.7 (Speck[x]/
(x2)

)red = Speck[x]/(x), (Spec
k[x, y]/

(x2y)
)red = Speck[x, y]/(xy).
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2.2 概型

2.2.5 概型和簇

根据之前的种种观察，我们希望概型和代数簇之间能建立某种对应. 下面设 k 为代数闭域，则考

虑 Var/k为 k上代数簇范畴，Sch/k为 k-概型范畴.

Theorem 2.9

♥存在完全忠实函子 Var/k → Sch/k.

证明 利用粘合，只需要对仿射情形考虑. 设 X = V (I) ⊆ An 为仿射簇，则定义 Xsch = Spec(Γ(X)).

可以验证MorVar/k(X,Y ) ' MorSch/k(Xsch, Ysch). □

我们可以用概型的语言来考虑代数簇的问题，并且概型可以描述更多的信息：例如考虑Speck[x]/
(x2)

和 Speck[x]/(x).
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2.3 可逆层

2.3 可逆层

Definition 2.14

♣

对概型 X ,一个 OX -模层是指一个层M,使得任意开集 U ⊆ X ,M(U)是一个 OX(U)-模.

概型 X 上的可逆层是指秩为 1的局部自由 OX -模层 L. 即存在 X 的开覆盖 {Ui}使得有模层同

构 ηi : LUi

≃−→ OUi .

此时有模层同构 ηij = ηj ◦ η−1i : OUij → OUij , 1 7→ fij ∈ OX(Uij)∗,且 fik = fijfik.

Example 2.8 OX , IZ 均为 OX 模层.

Example 2.9对整概型X ,定义K(X)为常值层，任取仿射开集U = Spec(A),定义K(X)(U) = Frac(A),

即 U 上的正则函数全体的分式域. 事实上它等于 X 在 generic point处的茎，故这给出了一个常值层.

也可以用粘合的视角来描述可逆层: 对 ηi : L|Ui → OUi ,记 si = η−1i (1),则 ηij : L|Uij = OUijsi →

OUijsj , si 7→ fijsj ,有 fik = fijfjk. 反之对 {fij}满足上面的条件，可以构造出对应的可逆层.

下面是一个基本的例子.

Example 2.10设X0, · · · , Xn为 Pn = X的齐次坐标，有Ui = {Xi 6= 0} = Speck[X0
Xi
, · · · , X̂i

Xi
, · · · , Xn

Xi
] '

An. 简写 OUi = OX(Ui).

我们考虑 OX(d)|Ui = OUi · (si = Xd
i ),则在 Uij = Speck[X0

Xi
, · · · , Xn

Xi
]Xj
Xi

中，有 Xi
Xj
,
Xj

Xi
∈ O(Uij)∗.

通过粘合 si|Uij = (Xi
Xj

)dsj |Uij 可以得到可逆层 O(d).

注意到 Xd
i ∈ O(d)(Ui),且 d ≥ 0时 (Xi

Xj
)d ∈ O(d)(Uij)∗,故 Xd

i = (Xi
Xj

)dXd
j ∈ O(d)(Uj). 则可以粘

合成一个整体的截面 s ∈ Γ(O(d)),记为 Xd
i .

Theorem 2.10

♥
对 d ≥ 0,有 Γ(O(d)) = Spank{X

i0
0 · · ·X

id
d }i0+···+id=d.

证明 每个截面 s ∈ Γ(O(d)) 由它在一个开集的值 s|U0 完全决定. 设 s|U0 = fs0, f ∈ OU0 , 即 f =

f(x1, · · · , xn)，其中 xi =
Xi
X0

.

若能延拓成为整体截面,则设 deg f = l,有

s|Ui = sif
s0
si

= sif(x1, · · · , xn)
Xd

0

Xd
i

=
F (X0, · · · , Xn)

X l
0

Xd
0

Xd
i

si =
F (x0, · · · , Xn)

Xd
i

Xd−l
0 si.

故有 F (x0,··· ,Xn)

Xd
i

Xd−l
0 ∈ OUi ,即只能 d ≥ l. 即 Γ(O(d)) = {f(x1, · · · , xn) : deg f ≤ d} ·Xd

0 . □

Example 2.11对代数闭域 k,令 C = P1
k,记 Ω1

C 为 C 上 1-形式层，即对开集 U , Ω1
C(U)为 U 上 1-形式的

集合.
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2.3 可逆层

则对仿射开集U = {X 6= 0}和 V = {Y 6= 0},记 x = X
Y , y = Y

X ,显然有Ω1
C(U) = OU ·dy,Ω1

C(V ) =

OV · dx.

在 U ∩ V 上有 dy = d 1
x = − 1

x2
dx = − Y 2

X2dx. 则有 Ω1
C ' O(−2).

与可逆层紧密相关的是 Cartier除子的概念.

Definition 2.15

♣

对整概型X ,一个 Cartier除子D由 {(Ui, fi)}i∈I 表示，其中X = ∪i∈IUi为开覆盖，且 0 6= fi ∈

K(X),满足 uij =
fi
fj
∈ O(Uij)∗.

称 (Ui, fi)和 (Vj , gj)定义了相同的除子，是指对Wij = Ui∩Vj ,有存在 uij ∈ O(Wij)
∗, fi = uijgj .

对两个除子 D1 = (Ui, fi), D2 = (Ui, gi), 称 D1 和 D2 线性等价，记作 D1 ∼ D2, 是指存在

h ∈ K(X)∗, ui ∈ O(Ui)∗,使得 fi = h(uigi).

对除子 D = (Ui, fi)，若 fi ∈ O(Ui),则称 D为有效除子，记为 D ≥ 0.

Example 2.12对X = Pnk ,设 d > 0, F ∈ k[X0, · · · , Xn]为 d次齐次多项式，则考虑DF = (Ui, fi =
F
Xd

i

),

显然 uij = (Xi
Xj

)d ∈ O(Uij)∗,即 DF 给出了一个除子，称为 F 定义的除子.

Definition 2.16

♣

对 X 上的除子 D = (Ui, fi)，定义 O(D)|Ui = O(Ui)si ⊆ K(X)|Ui ,其中 si =
1
fi

. 则可以粘合成

一个可逆层，记为 O(D).

Example 2.13不难验证 O(DF ) ' O(d).

Proposition 2.9

♠D1 ∼ D2 ⇐⇒ O(D1) ' O(D2).

证明 ⇒:设有 D1 = (Ui, fi), D2 = (Ui, gi), fi = huigi,则定义

O(D1)(Ui) = O(Ui) ·
1

fi
→ O(D2)(Ui) = O(Ui) ·

1

gi
,
1

fi
7→ 1

uigi
.

由于 h ∈ K(X), ui ∈ O(Ui)∗,有上面的映射给出了可逆层的同构.

⇐:同理，留作练习. □

Remark故对任意 d次齐次多项式所定义的除子均线性等价.

Definition 2.17

♣

对概型 X 和 OX -模层M1,M2,则有预层 U 7→ M1(U)⊗OX(U)M2(U),它的层化记作M1 ⊗OX

M2.

Remark可以验证 (M1 ⊗OX
M2)x =M1x ⊗OX,x

M2x.
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2.3 可逆层

且对于可逆层 Lj(Ui) = OUi · sij , j = 1, 2,有 L1⊗L2也为可逆层，且 L1⊗L2(Ui) = OUi · (si1si2).

这引导我们定义除子的运算.

Definition 2.18

♣
对除子 D1 = (Ui, fi), D2 = (Ui, gi),定义 D1 +D2 = (Ui, figi), D1 −D2 = (Ui,

fi
gi
).

Proposition 2.10

♠

(1) X 上的可逆层同构类的集合在张量积运算下构成交换群，记为 Pic(X).

(2)OX(D1+D2) = OX(D1)⊗OX(D2).则X上除子的线性等价类集合在加法下构成交换群，记

作 Div(X).

(3)对可逆层 L1,L2,则 OX -模层同态的集合 HomOx(L1,L2) ' Γ(X,L−11 ⊗ L2).

(4)模层同态层HomOX
(L1,L2)⊗ L1 ⊗ L2.

证明 (1)注意到对 L(Ui) = OUi · si,定义 L的逆为 L−1(Ui) = OUi · 1
si
. 显然有 L ⊗ L−1 = OX .

(2)显然.

(3)(4)设L1(Ui) = OUi ·si,L2(Ui) = OUi ·ti,则对预层Hom
pre
OX

(L1,L2)(U) = HomOX(U)(L1(U),L2(U)),

可以定义同态:

ηi(V ) : Hompre
OX

(L1,L2)(V )→ OV · s−1i ti

φ 7→ φ(si)

ti
· s−1i ti.

可以验证它是预层同态并在茎上是同构，则由层化的泛性质得证. □

则可以定义群同态 η : Div(X)→ Pic(X), D 7→ OX(D). 则 ker η = {D : D ∼ 0}，其中的元素称为

主除子.

对 Z 为 X 的闭子概型和 X 上的可逆层 L, 定义 LZ = L/IZL. 则 LZ 可以视为 Z 上的可逆层：

LZ∩Ui = OZ∩Ui · si,且 si = f̄ijsj，其中 fij 为 L在 X 上的转移系数.

Proposition 2.11

♠

对D = (Ui, fi) ≥ 0,则有O(−D) = OUi · fi. 则理想层O(−D)决定了X 的闭子概型，也记作D,

此时有正合列

0→ OX(−D)→ OX → OD → 0.

对可逆层 L,做张量积可得

0→ OX(−D)⊗ L → L → LD → 0.
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Chapter 3 射影平面的相交理论

3.1 Artin环

Definition 3.1

♣若环 R的理想降链均最终稳定，则称为 Artin环.

Example 3.1 Z, k[x]不是 Artin环，但 Z/(m)和 k[x]/(f(x))是 Artin环，其中 f(x)不可约,m为素数.

Example 3.2若 R是 k-代数，且为有限维 k-线性空间，则 R为 Artin环.

Theorem 3.1

♥

R为 Artin环，则

(1) R的素理想极大.

(2) R只有有限个极大理想m1, · · · ,mr.

(3)存在 N 使得 (m1 · · ·mr)
N = 0,此时 R ' R/mN

1 × · · · ×R/mN
r .

(4) R是 Noether环.

证明 (1)对素理想 P，若 R/P 不是域，则存在 ā 6= 0且不可逆，进而有 R中的理想无穷降链 (a) ⊋

(a2) ⊋ · · · ,矛盾！

(2)承认如下的结论：若理想的交 P1 ∩ · · · ∩ Pn ⊆ Q,则若 Q为素理想，至少有一个 Pi ⊆ Q.

若有无限个不同极大理想 P1, · · · , Pr, · · · , 考虑降链 P1 ⊇ P1P2 · · · . 它是严格的：若 P1 · · ·Pk =

· · ·P1 · · ·Pk−1. 则

P1 ∩ · · ·Pk =
√
P1 · · ·Pk =

√
P1 · · ·Pk−1 = P1 ∩ · · ·Pk−1.

则 Pk 为包含 P1 ∩ · · ·Pk−1的素理想，由上面的结论只能有某个 Pi ⊆ Pk，矛盾！

则得到了严格无穷理想降链，与 Artin环定义矛盾！故只有有限个极大理想.

(3) 设 J = (m1 · · ·mr), 则由 Artin 性质存在 k 使得 Jk+1 = Jk, 若 Jk 6= 0, 考虑非空集合 X =

{I / J : IJk 6= 0},它有最小元 I0,显然此时 I0 = (x).

又由于 x · Jk ⊆ I0且 x · Jk · Jk = x · Jk 6= 0,由最小性只能 I0 = x · Jk. 故存在 y ∈ Jk, x = xy. 但

1− y不属于任何一个极大理想，故可逆，有 x = 0,矛盾！故 Jk = 0.

后半部分由中国剩余定理立得.

(4)利用 (2)(3)和模论的知识可得，在此省略. □



3.1 Artin环

则自然有下面的推论.

Corollary 3.1

♥

记号如上，则令 X = Spec(R),有

(1) (X,OX) =
⊔
i(Pi = mi,OX |Pi = OX,Pi = Rmi ' R/mN

i ).

(2)若 L为 X 上可逆层，则 L ' OX .

更进一步地，在我们关心的代数集有关的背景下有：

Proposition 3.1

♠

设 k为代数闭域，且 R = k[x1, · · · , xn]/I ,则

(1) R为 Artin环 ⇐⇒ V (I) = {P1, · · · , Pr}有限.

(2)此时 I = Q1 · · ·Qr,
√
Qi = mPi ,且 R ' k[x1, · · · , xn]/Q1

× · · · × k[x1, · · · , xn]/Qr .

证明 (1)⇒:因为 I 的零点一一对应于包含 I 的极大理想，进而一一对应于 R的极大理想，故有限.

⇐:记mPi = mi,则
√
I = m1 · · ·mr,进而存在 N ′使得mN ′

1 · · ·mN ′
r ⊆ I . 又由于

k[x1, · · · , xn]/
mN ′

1 ∩ · · · ∩mN ′
r
' k[x1, · · · , xn]/

mN ′
1
× · · · × k[x1, · · · , xn]/

mN ′
r
.

且 dim k[x1, · · · , xn]/
mN ′
i

<∞（事实上可以证明它的值为 N ′(N ′+1)
2 )，则 dim k[x1, · · · , xn]/I <∞，故

R为 Artin环.

(2)考虑 (X = SpecR,OX) =
⊔
i(Pi, R/m

N ′
i ' k[x1, · · · , xn]/I +mN ′

i
,则令 Qi = I +mN ′

i ,可以证

明 Qi = Imi ∩mi,且 V (Qi) = {Pi},故
√
Qi = mi,且

R ' k[x1, · · · , xn]/Q1
× · · · × k[x1, · · · , xn]/Qr .

故得证. 并且事实上我们给出了 Qi的具体计算方式. □

Example 3.3对 I = (y − x2, x− y), R = k[x, y]/
(y − x2, x− y),显然有 V (I) = {(0, 0), (1, 1)}. 则

Im1 = (y − x2, x− y)(0,0) = (x− x2, x− y)(0,0) = (x, x− y)(0,0) = (x, y)(0,0).

进而 Q1 = Im1 ∩m1 = (x, y),类似可得 Q2 = (x− 1, y − 1).
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3.2 0维拟射影子概型

3.2 0维拟射影子概型

以下均假设 k为代数闭域.

对X ⊆ Pnk 为拟射影概型（即射影概型的开子概型），可以定义其维数为各不可约分支的维数的最

大值. 我们想研究 0维拟射影子概型. 仍然通过与仿射片取交以化为仿射情形. 所以首先需要对 0维仿

射子概型进行研究.

Theorem 3.2

♥
设 X ⊆ Ank 为 0维闭子概型，则 X = Speck[x1, · · · , xn]/I，且

k[x1, · · · , xn]/I 为 Artin环.

证明 记 X = {P1, · · · , Pr},则由于为闭子概型，存在 fi ∈ k[x1, · · · , xn]使得 Pi = D(fi) ∩X ,且

OX,Pi = Ri =
k[x1, · · · , xn]fi/Ji '

k[x1, · · · , xn, y]/Ii .

其中
√
Ii极大，故 Ri为 Artin局部环.

故 X = Spec
∏
iRi → Ank 诱导了 η : k[x1, · · · , xn] =

∏
i
k[x1, · · · , xn]fi/Ji . 令 Qi = Ji ∩

k[x1, · · · , xn]，则 k[x1, · · · , xn]/Qi 也为 Artin局部环,且可以验证
√
Qi = mi.

只需证明 η 为满同态. 考虑任意 ηi : k[x1, · · · , xn] = k[x1, · · · , xn]fi/Ji = Yi, 则任意 gfN ∈ Yi,

取 fi = fi(Pi) + hi, hi ∈ mi = mPi , 则 hi 在 Yi 中幂零，进而由 Taylor展开可以写成 gfN = gi, gi ∈

k[x1, · · · , xn],故 ηi为满同态，进而由中国剩余定理有 η为满同态. □

则来处理拟射影的情形.

Theorem 3.3

♥

X ⊆ Pn为 0维拟射影子概型，则

(1) (X,OX) =
⊔r
i=1(Pi,OX,Pi =

k[x1, · · · , xn]/Qi),其中
√
Qi = mPi = mi,则实际上有 X 为仿

射概型.

(2) X 为 Pn的闭子概型.

(3)可以做线性变换使得 X ⊆ Ank 为闭子概型.

证明 (1)设X = U ∩ Z,其中 U 为开集，Z 为射影概型，则对仿射片 Ui,由于 U ∩ Ui可以写成有限个

主开集的并,以及 X ∩ Ui = (U ∩ Ui) ∩ Z，故 X 可以写成有限个主开集的闭子集之并. 考虑

X ∩DUi(f) ⊆ DUi(f) = Speck[x1, · · · , xn]f ' k[x1, · · · , xn, y]/(yf − 1) ⊆ An+1

故 X ∩DUi(f)为 0维仿射闭子概型，则由上面的定理，存在 I 使得

X ∩DUi(f) ' Speck[x1, · · · , xn, y]/I '
r⊔
i=1

(Pi,OX,Pi).

再对所有主开集取并即得.

(2)任意 Z ⊆ X ,证明 Z为闭子概型等价于任意 z ∈ Z,存在仿射邻域 Ui = Spec(Ai)使得 Z ∩Ui =
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3.2 0维拟射影子概型

Spec(Ai/I).

则任意 Pi,取不妨 Pi ∈ U0 = {X0 6= 0},设 (Pi,OX,Pi) ⊆ DU0(f). 又 V = U0 \ {P2, · · · , Pr}为开

集，故存在 g使得X ∩DU0(fg) = P1,则令 Vi = DU0(fg)为只包含 Pi的仿射开集，且同定理 3.2可以

证明 (Pi,OX,Pi)→ (Vi,OVi)由理想所定义，故得证.

(3)由 (2)的证明过程立得. □
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3.3 射影平面的闭子概型

3.3 射影平面的闭子概型

首先是 1维概型，即曲线：

考虑 F (X,Y, Z)为齐次多项式，令 x = X
Z , y = Y

Z ,则令 f(x, y) = F (X,Y,Z)
ZdegF ∈ k[x, y]为去齐次化.

不难证明如下命题：

Proposition 3.2

♠

(1) degF ≥ deg f .

(2) F 不可约 ⇐⇒ f 不可约，且 Z ∤ F .

(3) dimVP (f) = 1,记 CF = VP (F ) ⊆ P2 为 F 定义的曲线，则 F 不可约 ⇐⇒ CF 为整概型. 否

则设不可约分解 F = F r11 · · ·F rmm ,记 CF = r1CF1 + · · ·+ rmCFm .

再考虑 0维，特别地研究曲线的交：

Theorem 3.4

♥

对 F,G ∈ k[X,Y, Z]齐次且互素，则

(1) VP (F,G)为 0维概型.

(2) VP (F,G) =
⊔r
i=1(Pi,OPi).

(3) 存在坐标变换使得 VP (F,G) ⊆ {Z 6= 0} ' A2, 则 VP (F,G) = Speck[x, y]/(f, g), 其中 f =

F
Zd1

, g = G
Zd2

, d1 = degF, d2 = degG.

证明 (1)考虑仿射片 {Z 6= 0}上，对 f, g如上，有 VP (F,G)∩ {Z 6= 0} = Speck[x, y]/(f, g),则第一章

命题 1.21中证明了 V (f, g)有限，故 V(P (F,G)是 0维的.

(2)(3)同定理 3.3. □

下面讨论分次环的局部化. 设 S = k[X,Y, Z] = ⊕d≥0Sd,则设 P ∈ P2对应齐次理想,可以定义齐次

局部化

SP = ⊕d∈Z{
A

T
: A, T齐次, T /∈ P, degA− deg T = d}/ ∼ .

则零次部分为 S
(0)
P = OP ,有 SP = S · OP .

例如对 P = [0 : 0 : 1]对应理想 (X,Y ),则有 S
(0)
P = k[x, y](0,0)/(x, y)(0,0)

.

利用上面的语言我们可以讨论如下的Max Noether定理，首先是简单的仿射情形

Theorem 3.5

♥f, g, h ∈ k[x, y],则若对任意闭点（即对应极大理想）P ∈ A2,有 h ∈ (f, g)mP ,则 h ∈ (f, g).

证明 注意到 A2的极大理想和点一一对应，则利用如下模的局部化的结论即得：
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3.3 射影平面的闭子概型

对 R-模M ,则M = 0 ⇐⇒ Mm = 0, ∀m ∈ Max(R).

只需证明⇐:否则取 0 6= x ∈ M ,有 Ann(x) ⊊ R,进而存在m ∈ Max(R),使得 Ann(x) ⊆ m,则令

S = R−m，有 0 6= x ∈ S−1M ,矛盾！ □

Theorem 3.6 (Max Noether)

♥设 F,G,H ∈ k[X,Y, Z]齐次，且对任意闭点 P ∈ P2有 H ∈ (F,G)P ,则 H ∈ (F,G).

证明 对任意 P ∈ A2, 有 H = UPF + VPG, 其中 UP , VP ∈ k[X,Y, Z] 齐次，进而做去齐次化，有

h = upf + vpg, up, vp ∈ k[x, y]P , 则由仿射情形有 h ∈ (f, g) in k[x, y], 故存在 N 使得 ZNH = UF +

V G,U, V ∈ k[X,Y, Z]齐次.

只需证 N 可以为 0. 则取 N 是满足 ZNH = UF + V G 的 N 中最小的，通过线性变换不妨

VP (F,G,Z) = ∅, 则 F1(X,Y ) = F (X,Y, 0) 和 G1(X,Y ) = G(X,Y, 0) 互素. 记 U = U1(X,Y ) +

ZU2, V = V1(X,Y ) + ZV2,则

ZNH = (U1 + ZU2)(F1 + ZF2) + (V1 + ZV2)(G1 + ZG2).

若 N > 0,则 U1F1 + V1G1 = 0,即 G1 | U1. 故可以设 U1 = G1U
′
1 = (G− ZG2)U

′
1,有

ZNH = (G1U
′
1 − ZG2U

′
1 + ZG2)F + V G = ZU ′′F + V ′′G.

其中 U ′′ = U2 −G2U
′
1, V

′′ = V −G′1,则 Z | V ′′. 设 V ′′ = ZW ′′,则 ZN−1H = U ′′F +W ′′G,与 N 的最

小性矛盾！故得证. □

我们称Max Noether定理中的条件记作 Noether条件，即对任意闭点 P 都有 H ∈ (F,G)P . 下面是

一个判定 Noether条件的方法.

Proposition 3.3

♠

F,G,H 同前，则若 P 为X = CF 上的光滑点，即 (OX,P ,mX,P )为 DVR,取 vp为对应的赋值. 若

vP (H) ≥ vP (G),则有 H ∈ (F,G)P .

证明 不妨 P = [0 : 0 : 1] ∈ A2,则X|A2 = Cf ,其中 f = ax+by+ · · · . 由光滑性不妨 a 6= 0,则mCf ,P =

k[x, y]P /(f)P
= (y). 此时有 vP (H) = vP (h = H

ZdegH ) = n1,即 h = uyn1 . 故 n1 = dimOCf ,P /
(h)P

. 则

vP (h) ≥ vp(g =
G

ZdegG
) ⇐⇒ h̄ ∈ ḡ /OCf ,P = k[x, y]P /(f)P

⇐⇒ h ∈ (f, g)P / k[x, y]P

⇐⇒ H ∈ (F,G)P

故得证. □
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3.3 射影平面的闭子概型

最后是一个应用.

Corollary 3.2

♥

对三次曲线 F,G,设 CF ∩ CG = {P1, · · · , P9},其中 P1, · · · , P6 为 CF 上互异的光滑点，且这六

个点在同一个二次曲线 CQ上，则 P7, P8, P9共线.

证明 对 Pi(1 ≤ i ≤ 6)有 vPi(G) = 1 = vPi(Q),故 G ∈ (F,Q),设 G = F +QL,比较次数有 L为一次

的，则 P7, P8, P9共线 L. □

Remark取上述命题的退化情形（即三次曲线为三条直线）可以推出平面几何中的 Pascal定理.

46



3.4 相交数

3.4 相交数

对互素的齐次多项式 F,G ∈ k[X,Y, Z],则 T = VP (F,G)为 0维的，有 T =
⊔t
i=1(Pi,OT,Pi). 当仿

射情形，即 T ⊆ A2时，有 T = k[x, y]/I ,其中 I = Q1 · · ·Qr,
√
Qi = mPi ,此时有OT,Pi =

k[x, y]/Qi '
k[x, y]Pi/(f, g)Pi

.

一般情形下，可以将 OT 视为 P2上的层，即 i∗OT = OP2/IT .

Definition 3.2

♣

对闭点 P ∈ P2,定义局部相交数IP (F,G) =


0 P /∈ T

dimkOT,Pi P ∈ T
.

整体相交数为 I(F,G) =
∑

P IP (F,G).

Remark对仿射情形，即 P ∈ A2时，有 IP (F,G) = dimk
k[x, y](p)/(f, g)(p)

.

Example 3.4对 F = X,G = X2 + Y Z,则在 P1 = [0 : 0 : 1], P2 = [0 : 1 : 0]处，有

IP1(F,G) = dimk
k[x, y](0,0)/

(x, x2 + y)(0,0)
= k[x, y](0,0)/(x, y)(0,0)

= 1.

IP2(F,G) = dimk
k[x, y](0,1)/

(x, x2 + y)(0,1)
= k[x, y](0,1)/(x, y)(0,1)

= 1.

对 F = X,G = XZ − Y 2,则在 P = [0 : 0 : 1]处，有

IP (F,G) = dimk
k[x, y](0,0)/

(x, x− y2)(0,0)
= k[x, y](0,0)/

(y2)(0,0)
= 2.

Proposition 3.4

♠

对 F1, F2, G,H ∈ k[X,Y, Z]齐次，P ∈ P2,有

(1) IP (F1F2, G) = IP (F1, G) + IP (F2, G).

(2) IP (F,G) = IP (F,G+ λFH).

证明 (1)划归为仿射情形，记 R = k[x, y]p/(g)p
,则只需证

dimk
R/(f1f2)p

= dimk
R/(f1)p

+ dimk
R/(f2)p

.

故只需证有正合列

0→ R/(f1)p
→ R/(f1f2)p

→ R/(f2)p
→ 0.

只需证 R/(f1)p
→ R/(f1f2)p

, h̄ 7→ f2h̄为单射. 这是因为

f2 · h̄ = 0 ⇐⇒ f2 · h̄ ∈ (f̄1f̄2) in R

⇐⇒ ∃a ∈ R, f2 · h̄− af̄1f̄2 = 0 in R ⇐⇒ g|f2(h− af1) in k[x, y]p

⇐⇒ g | h− af1 in k[x, y]p ⇐⇒ h = āf̄1 in R ⇐⇒ h̄ = 0 in R/(f̄1)p
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3.4 相交数

注意到中间使用到了 k[x, y]p为 UFD.故得证.

(2)显然. □

Example 3.5设 f = x2 − y3, g = y2 − x3,则

I0(f, g) = I0(x
2 − y3, y2(1− xy)) = 2I0(x

2 − y3, y) = 2I0(x
2, y) = 4.

Proposition 3.5

♠设 IP (F,G) = 1，则 CF , CG在 P 点光滑且横截相交.

证明 不妨 P = [0 : 0 : 1], 设 f = ax + by + · · · , g = cx + dy + · · · , 则横截相交 ⇐⇒ TA2,P =

Tf,P + Tg,P ⇐⇒ ad− bc 6= 0. 另一方面

IP (F,G) = 1 = dimk
k[x, y](0,0)/(f, g)(0,0)

⇐⇒ (f, g)(0,0) = (x, y)(0,0).

不难验证这等价于 ad− bc 6= 0,故得证. □

类似于命题 3.3可以证明如下命题

Proposition 3.6

♠

设 P 为 CF 的光滑点，则

IP (H,F ) ≥ IP (G,F ) ⇐⇒
h

g
∈ OCF ,P ⇐⇒ H ∈ (F,G)P .
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3.5 Bezout定理

3.5 Bezout定理

Theorem 3.7

♥F,G ∈ k[X,Y, Z]齐次互素，则 I(F,G) = degF · degG.

证明 对 T = VP (F,G),有层正合列

0→ IT → OP2 → OT → 0.

另一方面，对 O(−F )|A2 = OA2 · f ,不难验证有正合列

0→ OA2 · (fg)→ (OA2 · f)⊕ (OA2 · g)→ (f, g)OA2 → 0.

故有正合列

0→ O(−F −G)→ O(−F )⊕O(−G)→ IT → 0.

对上面的正合列张量积上 O(d)有

0→ IT (d)→ OP2(d)→ OT (d)→ 0.

0→ O(−F −G+ d)→ O(d− F )⊕O(d−G)→ IT (d)→ 0.

Step 1:对于 OP2(d)|A2 = OA2 ·Zd,有 OT (d) = OT ·Zd,进而 OT (d)Pi = OT,Pi ·Zd,则 Γ(OT (d)) =

⊕iOT,Pi · Zd. 即 dimk Γ(OT (d)) = I(F,G).

Step 2: 回忆我们曾经证明了 k[x, y] → ⊕ik[x, y]/Qi 为满同态，故任意 f ∈ Γ(OT (d))|A2 可以实现

为次数 ≤ d的多项式，进而 Γ(OP2(d))→ Γ(OT (d))为满射.

Step 3: 任意 f ∈ Γ(IT (d))，f 为 d次齐次且在 T 上为 0，则利用Max Noether定理和命题 3.3，有

Γ(O(d− F ))⊕ Γ(O(d−G))→ Γ(IT (d))为满射.

Step 4: 设 degF = d1, degG = d2,则当 d充分大时，

0→ Γ(IT (d))→ Γ(OP2(d))→ Γ(OT (d))→ 0.

0→ Γ(O(−F −G+ d))→ Γ(O(d− F ))⊕ Γ(O(d−G))→ Γ(IT (d))→ 0.

又由于 dimΓ(O(d)) = (d+2)(d+1)
2 ,有

I(F,G) = dimk Γ(OT (d)) = dimk Γ(OP2(d))− dimk Γ(IT (d))

= dimk Γ(O(d))− dimk Γ(O(d− F ))− dimk Γ(O(d−G)) + dimk Γ(O(−F −G+ d))

= dimk Γ(O(d))− dimk Γ(O(d− d1))− dimk Γ(O(d− d2)) + dimk Γ(O(d− d1 − d2))

= n1n2.

则得证. □
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3.6 射影簇上正则函数

3.6 射影簇上正则函数

首先对光滑射影曲线不难有如下命题

Proposition 3.7

♠对 C = CG为 P2上光滑射影曲线，则 Γ(C,OC) = k.

证明 设 f = F 1

F 2
∈ Γ(C,OC),其中 degF1 = degF2,则 ∀P ∈ C, F 1

F 2
∈ OC,P ,由命题 3.6和Max Noether

定理，有 F1 ∈ (F2, G). 则设 F1 = λF2 +GH ,比较次数有 λ ∈ k，进而 f = λ ∈ k. □

事实上对更一般的情形都成立：

Theorem 3.8

♥对 X = VP (J) ⊆ Pn为射影代数簇，则 Γ(X,OX) = k.

证明 设 SX = k[X0, · · · , Xn]/J , 取 f ∈ Γ(X,OX), 对 Ui = {Xi 6= 0}, 令 Vi = X ∩ Ui ⊆ An, 进而

f |Vi =
Fi(X0,··· ,Xn

X
Ni
i

,即 XNi
i f ∈ S(Ni)

X .

取 N = max
1≤i≤n

Ni,则此时对任意 1 ≤ i ≤ n,有 XN
i f ∈ S

(N)
X .

再令N ′ = nN +1,则对任意G ∈ S(≥N ′)
X ,有Gf ∈ S(≥N ′)

X ,故 f ·S(≥N ′)
X ⊆ S(≥N ′)

X . 又 SX 为 Noether

的，故 S
(≥N ′)
X 为有限生成 SX -模. 又 SX 为整环，故 f 在 SX 上是整的 (Nakayama引理的证明过程，行

列式方法），即设

fm +Am−1f
m−1 + · · ·+A0 = 0, Ai ∈ SX .

设 ai为 Ai的 0次部分，则 fm + am−1f
m−1 + · · ·+ a0 = 0,由 k为代数闭域，有 f ∈ k. □
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Chapter 4 Riemann-Roch定理

4.1 曲线上的除子

曲线上的 Cartier除子可以用更简单的方式来表达.

Definition 4.1

♣对光滑曲线 C, C 上的 Weyl除子形如 D = n1p1 + · · ·+ nrpr, ni ∈ Z，且 pi为闭点.

Proposition 4.1

♠记号如上，则 Weyl除子和 Cartier除子之间有一一对应.

证明 对 Cariter 除子 DC = (Ui, fi), 定义 Weyl 除子 D =
∑
P∈C

vP (fi)P . 其中 i 使得 P ∈ Ui. 由于
fi
fj
∈ O(Uij)∗,故不依赖于 i的选取. 还需要验证它是良定的，即求和有限：

由于 C 可以被有限覆盖，故只需在每个开集 Ui上验证有限性，不妨 Ui是仿射的，则 fi =
gi
hi
,有

vP (fi) = vP (gi)− vP (hi)，进而 {P ∈ Ui : vP (fi) 6= 0} ⊆ VUi(gi) ∪ VUi(hi)有限.

反之对 Weyl除子 D =
r∑
i=1

niPi, 设 (OC,Pi ,mi = (fi)), 取 Pi 的开邻域 Ui 使得 fi 在 Ui 正则，且

Pj /∈ Ui(i 6= j).

则令 U0 = C \ {P1, · · · , Pr},定义 DC = {(U0, 1), (Ui, f
ni
i )}为 Cartier除子. 可以验证上面的对应

是互逆的. □

Example 4.1 DC 为有效除子 ⇐⇒ DC ≥ 0 ⇐⇒ D =
∑

i niPi ≥ 0 ⇐⇒ ni ≥ 0, ∀i.

Definition 4.2

♣

对曲线 C 上的 Cartier除子 DC = {(Ui, fi)}，其中 Ui仿射，fi = ui
vi
∈ K(Ui),则定义

degDC =
∑
P∈C

dimk
OC,P /(ui)P − dimk

OC,P /(vi)P .

Remark上面的定义是良好的：

(1)有限性：类似命题 4.1中有限性的证明.

(2)不依赖于 (ui, vi)的选取：若 fi =
uigi
vigi

,则类似于之前证明 IP (FG,H) = IP (F,H) + IP (G,H)

一样，可以证明

dimk
OC,P /(uigi)P = dimk

OC,P /(ui)P + dimk
OC,P /(gi)P .

故定义的量一致.

(3)不依赖于 fi的选取：可以验证 fi乘上可逆元也不影响.



4.1 曲线上的除子

Proposition 4.2

♠
若 C 光滑，D =

r∑
i=1

niPi,则 degD =
r∑
i=1

ni.

证明 由命题 4.1中构造过程，只需证 dimk
OC,P /(fni

i ) = ni,这是容易的. □

我们可以定义除子的拉回：设 η : C ′ → C 为曲线之间的支配态射，设 C 上除子D = {(Ui, fi)},则

定义 C ′上除子 η∗D = {(η−1Ui, η∗fi)}.

Theorem 4.1

♥设 C 为曲线，ν : Cν → C 为正规化，则任意 C 上除子 D,有 degCD = degCνν∗D.

证明 首先不妨设仿射，此外还通过除子的加减法，可以化为有效除子的情形，故设 D = (C, f), f ∈

Γ(C),则考虑正合列

0→ Γ(C)→ Γ(Cν)→ τ → 0.

我们承认 Γ(Cν)是 Γ(C)-模，设生成元为 f1, · · · , fr,设 fi =
ui
vi
, ui, vi ∈ Γ(C),则由于 fi 在 Γ(C)上整，

存在 fni
i + ani−1f

ni−1
i + · · · + a0 = 0, 则通过通分可以证明存在 h ∈ Γ(C), 使得存在 N , 对任意 i 有

hfNi ∈ Γ(C).

由于 Cν 仿射，且 VCν (h)为 0维概型，故 dimk
Γ(Cν)/(h) <∞. 又由 h的选取有 (h)Γ(Cν) ⊆ Γ(C),

故 dimk τ ≤ dimk
Γ(Cν)/(h) <∞.

进而考虑如下的正合列

0 0 k1

0 Γ(C) Γ(Cν) τ 0

0 Γ(C) Γ(Cν) τ 0

0 Γ(C)/(f)
Γ(Cν)/(f) k2 0

0 0 0

f f f̄

则由蛇形引理，存在正合列

0→ k1 → Γ(C)/(f) →
Γ(Cν)/(f) → k2 → 0.

故

dimk
Γ(C)/(f) − dimk

Γ(Cν)/(f) = dimk k1 − dimk k2 = dimk τ − dimk τ = 0.

最后一步用到了最后一个列上的正合列，故得证. □
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4.1 曲线上的除子

Theorem 4.2

♥对光滑射影曲线 C,若 0 6= f ∈ K(C),则有 deg(div(f)) = 0.

证明 存在双有理态射 φ : C → C̄,其中 C̄ ⊆ P2 为平面射影曲线. 则 φ与 C̄ 的正规化一致，则把 f 推

到 C̄ 上，设 f = F1
F2

,其中 Fi ∈ k[X,Y, Z]齐次且次数一致，并且 C̄ 作为平面射影曲线可以用一个方程

G来定义.

则由 Bezout定理，degC̄div(f) = I(G,F1)− I(G,F2) = 0. 则由定理 4.1，有 deg(div(f)) = 0. □

Theorem 4.3

♥

若 η : C → C ′为光滑射影曲线之间的支配映射，则任意 P ∈ C 为闭点，有

degη∗P = [K(C ′) : K(C)].

证明 设 C 有仿射覆盖 Ui = SpecAi,则 C ′有仿射覆盖 U ′i = Spec(Γ(Ui)
ν
K(C′)).

则设 P 为 A的极大理想，有 AP = S−1A为 DVR,其极大理想mP = (fP ). 则拉到 A′上有 η∗P 在

Spec(S−1A′)中局部也由 fP 定义，则

degC′η∗P = dimk
S−1A′/(fP )

= dimk
S−1A′/

(fP )S
−1A′

= dimk S
−1A⊗AP

AP /(fP )
.

S−1A为有限生成无挠 AP -模，则 S−1A′为 AP -自由模，且

rankS−1A′ = dimK(C) S
−1A′ ⊗AP

K(C) = dimK(C)K(C ′).

故

degC′η∗P = dimk S
−1A⊗AP

K(P ) = rankS−1A′ = [K(C ′) : K(C)].

则得证. □
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4.2 线性系

下面总设 C 为光滑射影曲线.

Definition 4.3

♣

D为 C 上除子，定义

L(D) = {f ∈ K(C) : div(f) +D ≥ 0}

其中默认 div(0)为无穷大除子.

Proposition 4.3

♠

(1) L(D)为线性空间，记其维数为 l(D).

(2) L(0) = Γ(C) = k.

(3) L(D) = Γ(C,OC(D)).

(4) D1 ≥ D2,则 L(D1) ⊆ L(D2).

(5) P ∈ C 为闭点，则 dimk
L(D + P )/L(D) ≤ 1. 进而有

dimk L(D)


= 0 degD < 0

≤ degD + 1 degD ≥ 0

.

证明 (1)注意到 div(f) +
∑

P nPP ≥ 0 ⇐⇒ vP (f) ≥ −nP . 故显然对数乘仍然保持.

对 f, g ∈ L(D),有 vP (f + g) ≥ min{vP (f), vP (g)} ≥ −nP ,故 f + g ∈ L(D).

(2)来自于 (3)和第三章命题 3.7.

(3)设 D = {Ui, hi)},则 f ∈ L(D) ⇐⇒ fhi ∈ OC(Ui). 故有对应：

L(D)→ Γ(C,OC(D)), f 7→ sf = {sf |Ui = (fhi) ·
1

hi
}.

Γ(C,OC(D))→ L(D), s = {s|Ui = (gi ·
1

hi
)} 7→ gi

hi
.

故得证.

(4)显然.

(5)考虑正合列

0→ O(−P )→ O → OP → 0.

张量积上 O(D + P )并限制在 C 上有

0→ OC(D)→ OC(D + P )→ O(D + P )|P → 0.

注意到 O(D + P )|P ' OP ' k,故有正合列

0→ L(D + P )/L(D) → Γ(C,OP ) = k → 0
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则 dimL(D + P )/L(D) ≤ 1. □

Example 4.2对 C = P1, P = [0 : 1], D = nP . 设 x = X
Y , y = Y

X ,则 P1 = A1
x ∪ A1

y.

设 f(x) = (x− a1) · · · (x− an), g(x) = (x− b1) · · · (x− bm),则有

div(
f(x)

g(x)
) = [a1 : 1] + · · ·+ [an : 1]− [b1 : 1]− · · · − [bm : 1] + (m− n)[1 : 0].

故 L(D) = {f(x)xn : degf(x) ≤ n}, l(D) = n+ 1.

Definition 4.4

♣对除子 D,定义其完全线性系为 |D| = P(L(D)).

显然 |D|与 {D′ ≥ 0 : D′ ∼ D}有一一对应 [f ] 7→ div(f) +D. 之后将这两个集合视为等同. 则记

V = max{V ′ ≥ 0 : V ′ ≤ D′, ∀D′ ∈ |D|}称为 |D|的固定部分，任意闭点 P ∈ |V |称为 |D|的基点.

可以记 |D| = |M |+ V ,其中 |M |称为自由部分，且 L(M) = L(D).

利用上面的记号我们可以考虑曲线的嵌入问题：设 D = {(Ui, hi)}，则取 L(D)的基 f1, · · · , fn ∈

K(C). 定义

φ|D| : C \ V → Pn−1, P ∈ Ui 7→ [f1hi : · · · : fnhi](P ).

不难验证不同 Ui上的映射可以粘合成一个态射.

在 V 上上面的定义显然无法进行，但可以考虑在 V 上延拓成 φ|D|(P ) = φ|D−V |(P ). 我们称 φ|D|

为除子 D决定的映射.

Example 4.3对 C = P1, P = [0 : 1], D = nP . 设 x = X
Y , y = Y

X ,则 P1 = A1
x ∪ A1

y.

此时有 φ|D| : A1
x → Pn, x 7→ [1 : x : · · · : xn],且 φ|D| : A1

y → Pn, y 7→ [yn : · · · : y : 1].
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4.3 微分和典范除子

Definition 4.5

♣

对 k-代数 A,设M 为 A-模，一个相对于 k的微分是指映射 dM : A→M ,满足

(1) ∀λ ∈ k, dM (λA) = λdM (a).

(2) ∀a, b ∈ A, dM (ab) = adM (b) + bdM (a).

若对 A-模 ΩA/k 和微分 d : A → ΩA/k,且有泛性质: 对任意 A-模和微分 dM : A → M ,存在唯一

A-模同态 η使得图表交换

A ΩA/k

M

d

dM

∃!η

则称 ΩA/k 为 A相对于 k的微分模.

Theorem 4.4

♥
微分模 ΩA/k 存在.

证明 设 J = {a⊗b−b⊗a : a, b ∈ A}/A⊗kA，令ΩA/k = J/J2,定义 d : A→ ΩA/k, a 7→ a⊗ 1− 1⊗ a，

可以验证这满足定义中的条件. □

Example 4.4设 R = k[x1, · · · , xn],则 d : R → ⊕ni=1Rdxi, f 7→
n∑
i=1

fxidxi. 可以验证这是微分模：首先

显然 d是一个微分，另一方面任取M 为 A-模，设 dM 为对应的微分，则由微分的定义可知 dM (xri ) =

rxr−1i dM (xi).

故定义 η : ⊕ni=1Rdxi →M,dxi 7→ dM (xi)即可，即泛性质满足.

Proposition 4.4

♠
设 A = k[x1, · · · , xn]/I , I = (g1, · · · , gm),则 ΩA/k =

⊕ni=1Adxi
/
SpanA{dg : g ∈ I}.

证明 定义 d : A→ ΩA/k, f(x1, · · · , xn) 7→
n∑
i=1

fxidxi.

设 T = SpanA{dg : g ∈ I},则对任意 A-模和微分 dM : A → M，同理有 dM (f) =
n∑
i=1

fxidM (xi),

则定义 η : ⊕ni=1Adxi →M,dxi 7→ dM (xi).

由于此时 η(T ) = η(d(I)) = dM (0) = 0,故可以诱导 η : ΩA/k →M ,则泛性质满足. □

Proposition 4.5

♠
S−1ΩA/k ' ΩS−1A/k.
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Definition 4.6

♣
X 为代数簇，定义预层 ΩpreX/k(U) = ΩΓ(U)/k,其层化为 ΩX/k,称为 X 的微分层.

Example 4.5若 X = SpecA,则 ΩX/k(X) = ΩA/k,ΩX/k,P = ΩAP /k.

Definition 4.7

♣

若 C 为曲线，P 为其光滑点，则若 f ∈ OC,P 满足 mC,P = (f − f(P ))P ,则称 f 为在 P 点的局

部参数.

Example 4.6设 C = V (y − x3(x− y2)) ⊆ A2, P = (0, 0),不难验证为光滑点，则 y = x4

1+x3y
∈ (x)P ,故

x可以作为 P 处的局部参数.

回忆光滑点的局部环是 DVR的证明过程，我们实际上有:若 g ∈ mC,P , g 6= 0 mod mC,P /m
2
C,P ,

则mC,P = (g). 则由 x为局部参数，有 x+y也可以作为局部参数：x+y ≡ x mod m2
C,P，故 x+y ≡ x

mod mC,P .

Theorem 4.5

♥

C 为光滑曲线，f 为 C 在 P 处的局部参数，则存在 P 的邻域 U 使得 f ∈ OC(U)且 f 在 U 的每

一点处均为局部参数.

证明 设 C = V (f1, · · · , fm) ⊆ An, 则由光滑可知 df1, · · · , dfm 张成的空间维数为 n − 1. 又回忆

mC,P /m
2
C,P = ⊕

n
i=1kdxi

/
Spank{dffi},故有

f为局部参数 ⇐⇒ mC,P /m
2
C,P = kdf

⇐⇒ ⊕ni=1kdxi = Spank{df, df1, · · · , dfm}

⇐⇒ rank
∂(f, f1, · · · , fm)
∂(x1, · · · , xn)

|p = n.

则由秩达到极大值的点为开集得证. □

Corollary 4.1

♥
C 为光滑曲线，设 f 为 C 在 U 上的局部参数，则 ΩC/k(U) = OC(U) · df 为可逆层.

证明 设 C = Speck[x1, · · · , xn]
/
(f1, · · · , fm) = SpecA,只需证 ΩA/k = Adf 为自由模.

在主开集 D(f)上有 ΩC/k(D(f)) = Ωf−1C/k. 又 ΩA/k = ⊕
n
i=1Adxi

/
SpanA{dfj} 以及 f 为局部参

数，有 ΩA/k ⊗A (A/mP = K(P )) = kdf，

则考虑自然映射 η : Adf → ΩA/k,在每个极大理想处，有 η ⊗A/mP : K(P )df → ΩA/k ⊗K(P )为

满射，由 Nakayama引理有 η为满射，进而 ΩA/k = Adf ' A/J . 其中 J = Ann(df).

若 J 6= 0,取mP ⊋ J ,进而 A/J ⊗K(P ) = 0,与 ΩA/k ⊗A (A/mP = K(P )) = kdf 矛盾！ □

Example 4.7设 C = P1 = A1
x ∪ A1

y,有 ΩC/k|A1
x
= OA1 · dx,ΩC/k|A1

y
= OA1 · dy,故同第二章例 2.11有
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4.3 微分和典范除子

ΩC/k ' O(−2).

Example 4.8C = V (X3−Y 3−Z3) ⊆ P2,则C|{Z ̸=0} = V (x3−y3−1) ⊆ A2,则此时有 x2dx−y2dy = 0.

在 UY Z = C ∩ {Z 6= 0, Y 6= 0} 上 C 有局部参数 x, 故 ΩC/k|UY Z
= O · dx, 类似有 ΩC/k|UXZ

=

O · dy,ΩC/k|UXZ
= O · d 1

x . 可以利用此证明 ΩC/k = OC .

Corollary 4.2

♥
f 为 P 处的局部参数，则 ΩK(C)/k = K(C) · df ,其中K(C)为 C 上的有理函数域.

证明 利用推论 4.1，有 (ΩX/k)P = OX,P · df ,则由微分模与局部环交换，考虑如下交换图表

OX,P ΩOX,P /k (ΩX/k)P = OX,P · df

K(C) K(C)df

d

d

自然得证. □

Definition 4.8

♣

称 ω ∈ ΩK(C)/K = K(C) · df 为有理微分.

设 P ∈ C, tP 为局部参数，则 ω = gdtP ,可以定义赋值 vP (ω) = vP (g).

对 0 6= ω ∈ ΩK(C)/K ,定义 div(ω) =
∑
P∈C

vP (ω) · P . 通过用有限邻域覆盖可知这是一个有限求和，

故有意义.

Remark赋值是良定的：若 t′P 也是局部参数，则有mC,P = (tP ) = (t′P ),进而 t′P = utP , u ∈ O∗C,P .

有 dt′P = tPdu+ udtP ,又 du ∈= ΩOX,P /k = OX,PdtP ,设 du = vdtP ,则有 dt′P = (u+ tP v)dtP ,其

中 u+ tP v ∈ O∗X,P ,故所定义的赋值相同.

Theorem 4.6

♥
设有理微分 ω 6= 0,则 OC(div(ω)) ' ΩC/k.

证明 将 C 分解为仿射开集 Ui 之并，且在 Ui 上有局部参数 ti. 则 ΩC/k(Ui) = OUi · dti. 再设 ω =

gidti in Ui,则有 OC(div(ω))(Ui) = OUi · 1
gi
.

在每个 Ui上定义 ηi : ΩC/k(Ui)→ OC(div(ω))(Ui), dti 7→ 1
gi
,由上面的讨论这是一个同构.

另一方面在 Uij 上有 ω = gidti = gjdtj ,故 ηi可以粘合成同构 η : ΩC/k → OC(div(ω)),则得证. □

Corollary 4.3

♥

所有的 div(ω)均线性等价，故在线性等价意义下该除子唯一，记作 KC = K,称为 C 的典范除

子.

证明 由第二章命题 2.9和上面的定理立得. □
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4.4 Riemann-Roch定理与应用

现在我们可以叙述 Riemann-Roch定理.

Theorem 4.7 (Riemann-Roch)

♥

设 C 为光滑射影曲线，则对任意 C 上的除子 D,有

l(D)− l(KC −D) = degD + 1− g(C).

其中 g(C)只与 C 有关，称为 C 的亏格.

本节先来给出它的一些简单应用.

Corollary 4.4

♥

(1) l(KC) = g ≥ 0, degKC = 2(g − 1).

(2)若 C 为 d次光滑平面射影曲线，则 g(C) = (d−2)(d−1)
2 .

证明 (1)在 Riemann-Roch公式中取 D = 0和 D = KC 即得.

(2)设 C = VP (F ),在 Z 6= 0时，有 FX = Zd−1fx, FY = Zd−1fy, fxdx+ fydy = 0. 则当 fx 6= 0时，

y为局部参数.

通过坐标变换不妨设 VP (F, Y, Z) = VP (FX , F, Z) = 0(为什么?),则在 {Z 6= 0}上，dx = − fy
fx
dy由

fy 定义.

{Z = 0}上，有 Y 6= 0,故令 x′ = X
Y , z

′ = Z
Y ,则同理有 dx′ = − FZ

FX
dz′. 此时 z′为局部参数，且

dx = d
x′

z′
=
z′dx′ − x′dz′

z′2
=
FY dx

′

FXz′2
.

则综上有理微分KC = dx可以用 FY
Z2 表示. 代入 (1)有

g(C) = 1 +
deg(KC)

2
=

(d− 1)(d− 2)

2
.

则得证. □

我们还可以对小亏格的曲线进行分类.

Theorem 4.8

♥

(1) g(C) = 0 ⇐⇒ C ' P1.

(2) g(C) = 1,则 C 可以嵌入为射影平面中的三次曲线.

证明 (1)任取 P ∈ C, l(P ) − l(KC − P ) = 2,又 degKC = −2 < 0,故 l(KC − P ) = 0,即 l(P ) = 2. 设

L(P ) = Spank{1, f}. 其中 div(f) = P ′ − P . 又任意 Q，有 l(P −Q) = deg(P −Q) + 1 = 1 6= l(P ),故

|P |没有基点. 考虑

φ|P | : C → P1, x 7→


[1 : f(x)] x 6= P

[0 : 1] x = P
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则 φ∗||P | : K(P1) → K(C),有 φ∗|P |([1, 0]) = div(f |C−{P}) = P ′,则由定理 4.3有 [K(C) : K(P1)] = 1,

进而利用在奇点解消的唯一性中我们曾经使用过的结论，即光滑曲线的函数域同构等价于曲线的同构，

故有 C ' P1.

(2) l(KC) = 1, deg(KC) = 0,故只能 KC ∼ 0. 取 P ∈ C, n ≥ 0,则 l(nP ) − l(KC − nP ) = n,即

l(nP ) = n. 故由命题 4.3(5),可知有

L(0) ⊊ L(P ) ⊊ L(2P ) ⊊ L(3P ) ⊊ L(4P ) ⊊ L(5P ) ⊊ L(6P ).

取 x ∈ L(2P ) \ L(P ), y ∈ L(3P ) \ L(2P ),有 x2 ∈ L(4P ) \ L(3P ), xy ∈ L(5P ) \ L(4P )以及 x3, y2 ∈

L(6P ) \ L(5P ).

由于 dimL(6P ) = dimL(5P ) + 1,只能存在不可约（否则 1, x, y, x2, xy有代数关系）代数关系

y2 − λx3 − (a+ bx+ cy + dx2 + exy) = 0 inK(C).

再考虑 φ|2P | : C → P1（由于 l(2P − Q) = 1 6= l(2P ), 故没有基点），它在 C \ P 上定义为

[1 : x], 在 P 处定义为 [ 1x : 1] ⊆ {X1 6= 0} = A1
t . 则 φ∗|2P |(div(t)|A1

t
) = 2P , 进而再次由定理 4.3 有

[K(C) : K(P1)] = 2.

再考虑 φ|3P | : C → P2（同样没有基点），定义为 [1 : x : y],则设 x, y满足的代数关系在 P2上实现

为齐次多项式 F ,有 φ|3P |(C) ⊆ VP (F ) ⊆ P2. 其中K(C ′) ⊆ K(C).

另一方面，[K(C ′) : K(P1)] = 2,故综上有K(C) = K(C ′),则 C 与射影平面中三次曲线 F 同构. □

60



4.5 Riemann-Roch定理的证明

4.5 Riemann-Roch定理的证明

最后来证明 Riemann-Roch定理，首先需要引进如下的概念.

Definition 4.9

♣

一个分布是指 r : C → K(C), x 7→ rx,使得对除了有限个 x以外，均有 rx ∈ OC,x. 记 R为 C 上

分布所构成的 k-线性空间.

对除子 D =
∑

P nPP ,定义 R(D) = {r ∈ R : vP (rP ) + nP ≥ 0, ∀P ∈ C}.

Proposition 4.6

♠

(1) D ≤ D′,则 R(D) ⊆ R(D′).

(2)若 D = nPP + · · · ,mC,P = (tP ),则 R(D + P )/R(D) = k( 1

t
nP+1

P

).

(3) R = lim−→
D

R(D).

Definition 4.10

♣
对除子 D,定义 λ(D) = dimk Λ(D),其中 Λ(D) = R/R(D) +K(C).

Proposition 4.7

♠若 D1 ∼ D2,则 Λ(D1) ' Λ(D2).

证明 设 D2 = D1 + div(f),则考虑 r
f : Λ(D1)→ Λ(D2). 它是良定的：

r ∈ R(D1) ⇐⇒ (div(rx) +D1)x ≥ 0 ⇐⇒ (div(rx
1

f
) +D2)x ≥ 0 ⇐⇒ r

f
∈ R(D2).

并同理构造反向的对应，则得证. □

我们要证明如下的主定理

Theorem 4.9

♥

(1)若 D′ ≥ D,则 dimk
R(D′) +K(C)/R(D) +K(C) = degD′ − l(D′)− degD + l(D).

(2)存在 D0,使得对任意 D,有 deg(D0)− l(D0) ≥ deg(D)− l(D).

(3)任意 D有 λ(D) <∞.

证明 (1)首先有

R(D′) +K(C)/R(D) +K(C) '
R(D′)/R(D′) ∩K(C)

R(D)/R(D) ∩K(C)

=

R(D′)/L(D′)
R(D)/L(D)

.

其中用到了 R(D) ∩K(C) = {f ∈ K(C) : div(f) +D ≥ 0} = L(D).
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利用蛇形引理考虑如下的正合列

0 0 0

0 L(D) L(D′) L(D′)/L(D) 0

0 R(D) R(D′) V 0

0 R(D)/L(D)
R(D′)/L(D′) W 0

0 0 0

则

dimW = dimV − dimL(D
′)/L(D) = degD′ − degD − dimL(D

′)/L(D).

故得证.

(2)任取 f ∈ K(C) \ k,则 φ = [1 : f ] : C → P1支配 (为什么？)

设 [K(C) : K(f)] = n 且令 g1, · · · , gn 为 K(C)/K(f) 的基，则存在 D1 ≥ 0 使得对任意 i, 有

div(gi) +D1 ≥ 0.

设 E = φ∗[0 : 1],则 degE = n,此时 f ii gj(0 ≤ i ≤ m− 1, 1 ≤ j ≤ n) ∈ L(D1 + (m− 1)E)且 k-线

性无关. 则 l(D1 + (m− 1)E) ≥ mn,进而

l(D1 + (m− 1)E)− deg(D1 + (m− 1)E) ≥ mn− deg(D1)− (m− 1)n = n− deg(D1).

我们承认如下引理：对 P0 ∈ C,有 φ∗(φ(P0)) ≥ P0(尝试证明).

则对任意 D,设 D =
∑

i niPi,则 D ≤
∑

i φ
∗(niφ(Pi)) ∼

∑
i niφ

∗[0 : 1] =
∑

i niE.

令 D′ = D1 +
∑

i φ
∗(niφ(Pi)),则 D′ ≥ D且存在m使得 D′ ∼ D1 +mE,故由上有

deg(D)− l(D) ≤ deg(D′)− l(D′) = deg(D1 +mE)− l(D1 +mE) ≤ deg(D1)− n.

(3)由 (2)取D0,且令N = deg(D0)− l(D0),则任意D′ ≥ D0,又由于 deg(D′)− l(D′) ≥ deg(D0)−

l(D0),只能取等号，进而利用 (1)有

dimk
R(D′) +K(C)/R(D) +K(C) = dimk

R(D0) +K(C)/R(D) +K(C).

则对 D′取直极限，由命题 4.6(3)可知

λ(D) = dimk
R(D0) +K(C)/R(D) +K(C) = N − deg(D) + l(D) <∞.

并我们定义亏格 g = λ(0) = N + 1,只与曲线 C 本身有关. □
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Theorem 4.10 (对偶定理)

♥存在非退化的双线性配对 θ : Λ(D)× Λ(KC −D)→ k.

该定理和上面的定理 4.9可以推出 Riemann-Roch定理：

由对偶定理可知 λ(D) = l(KC −D)，则又由定理 4.9(3)的证明过程可知

l(KC −D) = λ(D) = N − deg(D) + l(D) = g(C)− 1 + l(D)− deg(D).

故只要证明对偶定理.

首先需要定义如下留数的概念.

Definition 4.11

♣

对 β ∈ ΩK(C)/k, x0 ∈ C,设mC,x0 = (t), β = fdt, f ∈ K(C),则考虑

φ : OC,x0 → k[[t]]

g 7→ g(x0) + a1t+ a2t
2 + · · ·

其中 a1t̄ = g − g(x0) ∈ mC,x0/m
2
C,x0

, a2t̄
2 = g − g(x0)− a1t ∈ m2

C,x0
/m3

C,x0
等等.

进一步可以扩展到

K(C) −→ k((t))

f = gtvx0 (f) 7→ tvx0 (f)φ(g).

则定义 β 在 x0处的留数为 Resx0β = a−1.

再定义迹.

Definition 4.12

♣

对无穷维空间 L 以及线性映射 ψ : L → L, 若存在 n 使得 Im(ψn(L)) 有限维，则可以定义

TrL(ψ) = Trψn(L)(ψ).

再对线性空间 L和可交换的线性映射 φ, ψ, χ : L → L,且M 为 L的子空间满足 χ(M) � M (即

存在有限维子空间 Vχ ⊆ L使得 χ(M) ⊆M + Vϕ),则取关于直和分解 L =M ⊕N 的投影 π并定

义 φ1 = π ◦ φ, ψ1 = π ◦ ψ,可以验证 Im[φ1, ψ1]
2是有限维的，故可以定义 〈φ, ψ〉LM = TrL[φ1, ψ1].

下面的命题均为初等的，但验证较为繁琐，故略去.

Proposition 4.8

♠

(1) 〈φ, ψ〉M 良定，不依赖于投影的选取.

(2)若M �M ′，则 〈φ, ψ〉M = 〈φ, ψ〉M ′ .

(3)若M1,M2满足 ψ(M) �Mi, φ(M) �Mi(i = 1, 2),则M1 +M2,M1 ∩M2也满足，且有

〈φ, ψ〉M1 + 〈φ, ψ〉M2 = 〈φ, ψ〉M1+M2 + 〈φ, ψ〉M1∩M2 .
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Example 4.9设 L = k((t)),M = k[[t]],设 π : L→M, ti 7→


ti i ≥ 0

0 i < 0

.

将 tm, tn通过乘法视为 L上的线性变换，且设m = −n,则

(πtm ◦ πtn, πtn ◦ πtm)ti =


0 i ≥ n

ti 0 ≤ i < n

.

〈tm, tn〉M = n = Reso(t
mdtn).

进而有任意 f, g ∈ L,有 〈f, g〉M = n = Res0(fdg).

对 x0 ∈ C,mC,x0 = (t), 则考虑 M = OC,x0 ↪→ M,L = K(C) ↪→ L = K((t)), 有对任意 f, g ∈

K(C),有

〈f, g〉L
M

= Resx0(fdg).

Example 4.10对 L = R,M1 = R(0),M2 = K(C),则有

R(0)
∏
x∈C
OC,x

R
∏
x∈C

K(C)

≃

π πx

对于 f ∈ K(C),有 f ·M1 �, f ·M2 �M2,并可以定义投影 (πf)(rx) = (πx)(f · rx),进而可以定义

〈f, g〉R(0) =
∑
x∈C

Tr[πxf, πxg] =
∑
x∈C

Resx(fdg).

Proposition 4.9 (留数定理)

♠
设 ω ∈ ΩK(C)/k,则

∑
x∈C

Resx(ω) = 0.

证明 设 ω = fdg,则

〈f, g〉R(0) = 〈f, g〉R(0)+K(C) + 〈f, g〉R(0)∩K(C) − 〈f, g〉K(C).

显然 〈f, g〉K(C) = 0.

且 R和 R(0) +K(C)之间差有限维（定理 4.9），故 〈f, g〉R(0)+K(C) = 〈f, g〉R = 0.

最后由于 R(0) ∩K(C)有限维，故 〈f, g〉R(0)∩K(C) = 0.

则 〈f, g〉R(0) =
∑
x∈C

Resx(fdg) =
∑
x∈C

Resx(ω) = 0. □
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下面回到对偶定理的证明.

注意到 L(KC −D) = Γ(ΩC/k ⊗O(−D)),则定义

θ : R× L(KC −D) = R× Γ(ΩC/k ⊗O(−D))→ k

(r = (rx)x∈C , α) 7→
∑
x∈C

Res(rxα).

首先若 r ∈ R(D),则 (div(rx) +D)x ≥ 0,设 fdt ∈ L(KC −D),有 div(f)−D ≥ 0,进而 rxf ∈ ΩX/k,x,

则 Res(rxf) = 0,即 θ(R(D)× L(KC −D)) = 0.

其次由留数定理有 θ(K(C)×L(KC −D)) = 0,故 θ可以自然诱导 θ : Λ(D)×Λ(KC −D)→ k. 故

只需要证明这是非退化的,即验证 η : L(KC −D)→ Λ(D)∗为双射.

首先是单射，若 0 6= ω ∈ Γ(ΩC/k ⊗ O(−D)),取 x0 ∈ C,mC,x0 = (t̄),则 ω|x0 = utmdt, u(x0) 6= 0.

再令 r = (rx0 = 1
tm+1 , 0),有

∑
x∈C

Resx(rxω) = Resx0(
u
t dt) = u(x0) 6= 0.故得证.

再验证满射，将 Homk(R/K(C), k)视为K(C)-模，并令

Ω = {φ : ∃除子Dϕ,使得φ[R(Dϕ) +K(C)/K(C)] = 0}

为 Homk(R/K(C), k) 的子模，则有 ΩK(C)/k ⊆ Ω: 将 ω ∈ ΩK(C)/k 对应 φω : R/K(C) → k, r 7→∑
x∈C

Resx(rxω),显然有 φω(R(−div(ω))) = 0,即 ω ∈ Ω. 事实上我们有：

Lemma 4.1

♥
Ω = ΩK(C)/k.

证明 只需证 dimK(C)Ω = 1,若不然取 φ, ψ ∈ Ω为 K(C)-无关的，则存在除子 D′，使得 ψ(R(D′)) =

φ(R(D′)) = 0.

固定 P ∈ C, 取 L(nP ) 的基 f1, · · · , fln , 则 ln
n → 1(n → ∞), 且 f1φ, · · · , flnφ, f1ψ, · · · , flnψ ∈

Homk(
R/R(D′ − np) +K(C), k)，且它们无关，进而回顾定理 4.9的证明过程，有

2ln ≤ N − deg(D′ − np) + l(D′ − np).

令 n→∞,则有矛盾！ □

则任取 φ ∈ Λ(D)∗ ⊆ Ω, 则由引理 ω ∈ ΩK(C)/k 使得 φ(r) =
∑
x∈C

Resx(rxω). 当 r ∈ R(D) 时有∑
x∈C

Resx(rxω) = 0.

只需证明 ω ∈ Γ(ΩC/k⊗O(−D)). 若不然，则存在 x0使得 (div(ω)−D)x0 < 0. 设mC,x0 = (t), D =

nx0 + · · · ,则 ω|x0 = utmdt, u(x0) 6= 0,m < n.

取 r = (rx0 = 1
tm+1 , 0) ∈ R(D),但Resx0(rx0ω) = u(x0) 6= 0,矛盾! 故满射得证，进而Riemann-Roch

定理得证.
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