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Chapter 1 度量空间

1.1 压缩映射

先来研究映射的不动点，经典的找不动点的方法即为迭代序列法，即考虑点列 xn+1 = f(xn). 为

了更好的讨论序列的收敛性，我们希望在完备空间中考虑问题，因为这样序列的收敛性可以用 Cauchy

列来刻画. 且为了让迭代序列收敛,直观上希望 f 本身蕴含着某种收缩性质. 事实上有如下的定理.

Theorem 1.1 (Banach不动点定理，压缩映射原理)

♥

设 (X, ρ)是完备度量空间.

若 T : X → X 是压缩映射，即满足 ∃0 < c < 1,使得 ∀x, y ∈ X, ρ(Tx, Ty) ≤ cρ(x, y). 则 T 有唯

一的不动点.

证明 存在性：任取 x0 ∈ X ,则定义 xn+1 = Txn(n ≥ 0),进而

ρ(xn+m, xn) = ρ(Tn+mx0, T
nx0) ≤ cnρ(Tmx0, x0) = cnρ(xm, x0).

则利用上式，有

ρ(xn+m, xn) ≤ ρ(xn+m, xn+m−1+· · ·+ρ(xn+1, xn) ≤ (cn+m−1+· · ·+cn)ρ(x0, x1) ≤
cn

1− c
ρ(x0, x1) → 0.

进而 {xn}为Cauchy列，由完备性可知 xn → x ∈ X . 则 Tx = T ( lim
n→∞

xn) = lim
n→∞

Txn = lim
n→∞

xn+1 = x,

故 x为不动点. 注意到第二个等号处我们利用了压缩映射的连续性.

唯一性：若 Tx = x, Tx′ = x′，则 ρ(x, x′) = ρ(Tx, Tx′) ≤ cρ(x, x′),只能 x = x′. □

Example 1.1考虑如下的 Cauchy初值问题: 
x′ = f(t, x)

x(0) = ξ

, 其中 f : [−h, h] × [ξ − ε, ξ + ε] → R 为二元连续函数，且关于第二个变元满足 Lipschitz 条件，即

∃L > 0, s.t.∀s ∈ [−h, h], x, y ∈ [ξ − ε, ξ + ε], |f(s, x)− f(s, y)| ≤ L|x− y|.

则取M = sup |f |, h1 < min{ 1
L ,

ε
M },我们利用压缩映射原理来说明 x在 [−h1, h1]上有唯一解.

令 X = {y ∈ C[−h1, h1] : y(0) = ξ, |y(s) − ξ| < ε(∀s ∈ [−h1, h1])},并赋予 ‖·‖∞ 诱导的度量，并

定义

T : X → X, y 7→ {Ty : t 7→
∫ t

0
f(s, y(s))ds+ ξ}.

由于 ∀t ∈ [−h1, h1], |Ty(t)− ξ| ≤ h1M < ε，故 T 良定. 同时有

|Ty1(t)− Ty2(t)| ≤
∫ t

0
|f(s, y1(s))− f(s, y2(s))|ds ≤ L

∫ t

0
(y1(s)− y2(s))dx ≤ Lh1‖y1 − y2‖∞.



1.1 压缩映射

则 T 为压缩映射，又压缩映射原理有 T 有唯一的不动点，即原方程有唯一解.
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1.2 完备化

1.2 完备化

Definition 1.1

♣

φ : (X, ρX) → (Y, ρY )称为 (X, ρX)的完备化,若 φ等距，且 φ(X)在 Y 中稠密，其中 (Y, ρY )为

完备度量空间.

Example 1.2考虑 X = C[0, 1], ρX 由 ‖·‖∞ 诱导,则 (X, ρX)完备：考虑 Cauchy列 {fn},则 {fn(t)}也

为 Cauchy列，故 fn(t) → f(t)(∀0 ≤ t ≤ 1)且为一致收敛，故 f(t)也是连续函数，

Example 1.3仍然对 X = C[0, 1]，赋予度量 ρ1(f, g) =
∫ 1
0 |f(t)− g(t)|dt,

定义 fn(t) =


1, t ≤ 1

2 − 1
2n

1
2 − n(t− 1

2),
1
2 − 1

2n < t ≤ 1
2 + 1

2n

0, t > 1
2 + 1

2n

. 可以验证 ρ(fn, fm) ≤ max{ 1
n ,

1
m} → 0, 则

{fn}为 Cauchy列. 不难检验 {fn}没有收敛子列，故 (X, ρ1)不完备！

可以证明 X 的完备化为 (L1[0, 1], ρ1).

Theorem 1.2

♥完备化存在，且在等距意义下唯一.

证明 唯一性：设有两个完备化 φi : (X, ρX) → (Yi, ρi)(i = 1, 2),则定义 φ : φ1(X) → φ2(X), φ1(x) 7→

φ2(x). 则显然 φ是等距的.

进一步 ∀y1 ∈ Y1,取 φ1(xn) ∈ φ1(X)使得 φ1(xn) → y1,则此时

ρ2(φ2(xn), φ2(xm)) = ρ1(φ1(xn), φ1(xm)) → 0.

由 (Y2, ρ2)完备，则 φ2(xn) → y2 ∈ Y2. 则扩充定义 φ(y1) = y2.

(这是良定的：再取 φ1(x
′
n) → y1,则令 {zn} = {x1, x′1, x2, x′2 · · · },仍然有 φ1(zn) → y1,由 φ1 为等

距有 {zn}为 Cauchy列，进而由 φ2 等距有 φ2(zn)为 Cauchy列. 由 (Y2, ρ2)完备有 lim
n→∞

φ2(zn)存在，

进而只能 lim
n→∞

φ2(xn) = lim
n→∞

φ2(x
′
n).)

则定义了 φ : Y1 → Y2,不难验证为等距，则为单射. 进一步任取 w ∈ Y2,取 xn ∈ X 使得 φ2(xn) →

w. 由 φ2等距有 xn也为 Cauchy列，由 φ1(xn)为 Cauchy列，则设 u = lim
n→∞

φ1(xn),有 φ(u) = w. 故 φ

为满射，即 φ : Y1 → Y2为等距同构.

存在性：定义 F = {{xn}为X中的 Cauchy列},并定义 {xn} ∼ {yn} ⇐⇒ lim
n→∞

ρ(xn, yn) → 0. 则定

义 Y = F/∼以及 Y 上的度量 ρY ([{xn}], [{yn}]) = lim
n→∞

ρX(xn, yn)（可以验证这是良定的度量）.

取映射 φ : X → Y, x 7→ [{x, x, x, · · · }]，我们断言这是 (X, ρX)的完备化.

首先对任意 ỹ = [{yn}] ∈ Y，则 ∀ε > 0, 由 {yn} 是 Cauchy 列，存在 N > 0 使得 ∀i, j >
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1.2 完备化

N, ρX(yi, yj) < ε. 则任意 n > N, ρX(yN , yn) < ε.

由此定义 ỹ(n) = φ(yN ) ∈ Y ,则 ρY (ỹ
(n), ỹ) = lim

k→∞
ρX(yk, yN ) ≤ ε. 故 φ(X)在 Y 中稠密.

其次对 {ỹ(k)}为 Y 中的 Cauchy列，其中 ỹ(k) = [{y(k)n }],则同上，存在 nk 使得对 z̃k = φ(y
(k)
nk ),有

ρY (z̃k, ỹ
(k)) < 1

2k
.

又 ρY (ỹ
(k), ỹ(l)) → 0,则可以验证 ρY (z̃k, z̃y) → 0，进而 {y(k)nk }为 Cauchy列. 令 ỹ = [{y(k)nk }] ∈ Y ,

则

ρY (ỹ
(k), ỹ) ≤ ρY (ỹ

(k), z̃k) + ρY (z̃k, ỹ) ≤
1

2k
+ lim

l→∞
ρX(y(k)nk

, y(l)nl
) → 0.

进而 ỹ(k) → ỹ ∈ Y，故 (Y, ρY )完备. □
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1.3 列紧性

1.3 列紧性

Definition 1.2

♣A ⊆ (X, ρ)称为 (自)列紧的，若任意 A中点列 {xn},存在收敛子列 xnk
→ x ∈ (A)X .

Example 1.4有界闭不能推出列紧，即使加上 X 完备的条件也不行. 例如 X = C[0, 1],度量 ρ由 ‖·‖∞

诱导（之后如果不特别说明，则连续函数空间上均赋予最大模范数诱导的度量！），令 A = {f ∈ X :

‖f‖∞ ≤ 1},则 A有界闭，但不列紧！

事实上，Arzela-Ascoli 定理说明了 A ∈ (X, ρ) 列紧当且仅当 A 一致有界且等度连续. 故 A
(1)
L =

{f ∈ C1[0, 1] : ‖f‖∞ ≤ 1, ‖f ′‖∞ ≤ 1}列紧.

Definition 1.3

♣

设 A ⊆ (X, ρ)是完全有界的，若 ∀ε > 0,存在 x1, · · · , xL ∈ A使得 A ⊆ ∪1≤i≤LB(xi, ε). 此时称

{x1, · · · , xL}称为一个 ε-网.

完全有界和列紧性之间有紧密的关系.

Proposition 1.1

♠设 A ⊆ (X, ρ)完全有界，则 A中任意点列必有 Cauchy子列. 特别地若还有 X 完备，则 A列紧.

证明 设 {xn}为 A中的点列，则由完全有界存在 y1, · · · , yL ∈ A使得 {xn} ⊆ ∪1≤i≤LB(yi, 1),则由抽

屉原理不妨有 B(y1, 1)包含了 {xn}的无穷项，设为子列 {x(1)n }.

以此类推存在 yk ∈ A 和 {x(k−1)
n } 的子列 {x(k)n } 包含在 B(yk,

1
k ) 中. 则考虑对角线构成的子列

{x(k)k },有

ρ(x
(n+p)
n+p , x(n)n ) ≤ ρ(x

(n+p)
n+p , yn) + ρ(x(n)n , yn) ≤

2

n
→ 0.

故子列 {x(k)k }为 Cauchy列. □

Theorem 1.3 (Hausdorff)

♥(自)列紧⇒ (闭)完全有界.

证明 设 A 列紧，则 ∀ε > 0, x1 ∈ A, 令 A1 = A − B(x, ε)，若 A1 = ∅, 则直接停止. 否则再取

x2 ∈ A1, A2 = A1 −B(x2, ε) · · · ,以此类推.

证A完全有界只需证上述过程在有限步之后停止，若不然，则有点列 {xn}且满足 ∀i 6= j, ρ(xi, xj) ≥

ε,则 {xn}没有收敛子列，矛盾！ □
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1.3 列紧性

Definition 1.4

♣

一个拓扑空间称为紧的，若任意开覆盖均存在有限子覆盖，称为可分的，若它存在可数稠密子

集.

Example 1.5 (1)完全有界度量空间均可分.

(2)若M 紧度量空间，则 (C(M), ‖·‖∞)为完备可分度量空间 (证明见本节最后).

(3)定义 Cb(X)为X 上有界连续函数的集合，则 Cb(R)不可分！更进一步地，若 (X, ρ)完备，则

X 紧⇐⇒ X 完全有界⇐⇒ (Cb(X), ‖·‖∞)可分. 证明见下.

Theorem 1.4

♥

(1)对度量空间 (X, ρ)和 A ⊆ X ,则 A紧⇐⇒自列紧. 进而对完备度量空间X ,有X 紧等价于X

完全有界.

(2)对完备度量空间 (X, ρ)，若 (Cb(X), ‖·‖∞)可分，则 X 完全有界.

证明 (1)⇒:先证A为闭集，即证X−A为开集. 任取x0 ∈ X−A,由A紧，对开覆盖 {B(x, 12ρ(x, x0)}x∈A,

有有限子覆盖 {B(xk,
1
2ρ(xk, x0)}xk∈A,1≤k≤n.

则令 δ = min
1≤k≤n

1
2ρ(xk, x0)，显然有 B(x0, δ) ⊆ X −A,故 X −A为开集.

再证 A列紧. 若 {xn} ⊆ A没有收敛子列，不妨 xn之间两两不同，则定义 Sn = {x1, · · · , x̂n, · · · }，

它没有收敛子列，进而为闭集. 故 {X−Sn}n=1,2,···为A的开覆盖，则存在N使得∪1≤n≤N (X−Sn) ⊇ A,

进而 X − {xn}∞n=N+1 ⊇ A,矛盾！

⇐:若A不紧，则设开覆盖 {Ui}i∈I没有有限子覆盖. 又由Hausdorff定理，存在Nn = {x(n)1 , · · · , x(n)kn
}

使得 A ⊆ ∪y∈NnB(y, 1
n). 则存在 yn ∈ Nn使得 B(yn,

1
n)不能被有限覆盖.

又由 A自列紧，设有子列 ynk
→ y0 ∈ Ui0 ,则由 Ui0 为开集，存在 B(y0, δ) ⊆ Ui0 . 进一步取 k充分

大使得 nk > 2
δ 且 ρ(ynk

, y0) <
δ
2 ,则

ρ(x, y0) ≤ ρ(x, ynk
) + ρ(ynk

, y0) ≤
1

nk
+

δ

2
< δ, ∀x ∈ B(ynk

,
1

nk
).

即 B(yk,
1
nk
) ⊆ Ui0 . 矛盾！

(2)若 X 不完全有界，则存在无穷点列 {xn}和 ε > 0使得 ρ(xi, xj) ≥ ε(∀i 6= j).

定义 fi(x) =


1− ρ(x,xi)

ε x ∈ B(xi, ε)

0 else
,并对任意 s ∈ {0, 1}N,定义 fs(x) =

∑
i s(i)fi(x).

则 ∀s1 6= s2，有 ‖fs1 − fs2‖∞ = 1,进而 (Cb(X), ‖·‖∞)不可分. 矛盾！ □
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1.3 列紧性

最后给出 Arzela-Ascoli定理的一个推广.

Theorem 1.5 (Arzela-Ascoli)

♥M 为紧度量空间，则 F ⊆ C(M)列紧⇐⇒ F 一致有界且等度连续.

证明 由于 C(M)完备，故列紧等价于完全有界.

⇒: F 完全有界,则取 f1, · · · , fn ∈ F 为 F 的 1-网,进而任意 f ∈ F ,有 ‖f‖∞ ≤ max
1≤i≤n

‖fi‖ + 1,故

一致有界.

再对任意 ε > 0,取 φ1, · · · , φn为 ε
3 -网. 由于M 紧，则 φi一致连续，取 δi > 0使得任意 ρ(x, x′) < δ,

有 |φi(x)− φi(x
′)| ≤ ε

3 .

取 δ = min
1≤i≤n

δi，则 ∀φ ∈ F ,取 φi使得 ‖φ− φi‖∞ < ε
3 . 故任意 ρ(x, x′) < δ,有

|φ(x)− φ(x′)| ≤ |φ(x)− φi(x)|+ |φi(x)− φi(x
′)|+ |φi(x

′)− φ(x′)| < ε.

则 F 等度连续.

⇐:设有一致的界 L. ∀ε > 0，要找 F 中的 ε-网.

由等度连续，存在 δ > 0,使得 ∀ρ(x, x′) < δ, φ ∈ F ,有 |φ(x) − φ(x′)| < ε
3 . 由于M 紧，则完全有

界，取M 的 δ-网 x1, · · · , xn.

定义 T : F → Rn, φ 7→ (φ(x1), · · · , φ(xn)),则 T (F ) ⊆ Rn有界，进而列紧，完全有界，故取 T (F )

的 ε
3 -网 Tφ1, · · · , Tφm.

我们断言 φ1, · · · , φm为 F 的 ε-网，这样有 F 完全有界，进而得证. 下面证明断言：

∀φ ∈ F ,取 φi使得 ρ(Tφ, Tφi) <
ε
3 ,再对任意 x ∈ M ,取 xj 使得 ρ(x, xj),则有

|φ(x)− φi(x)| ≤ |φ(x)− φ(xj)|+ |φ(xj)− φi(xj)|+ |φi(xj) + φi(x)| < ε.

则 ‖φ− φi‖∞ < ε,得证. □
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1.4 赋范线性空间

1.4 赋范线性空间

回忆范数满足正定、齐次和三角不等式三个条件，对于一个范数 ‖·‖，可以诱导一个度量 ρ(x, y) =

‖x − y‖. 但一个度量不一定能诱导出一个范数：不难发现范数诱导的度量满足平移不变性和数乘连续

性.

Definition 1.5

♣

一个范数是完备的，若它诱导的度量完备. 称赋范线性空间为B∗空间，如果还完备，称为Banach

空间，简写为 B 空间.

Example 1.6 (C[0, 1], ‖·‖∞)是 Banach空间，(C[0, 1], ‖·‖1)不是 Banach空间.

Definition 1.6

♣

对同一个空间上的两个范数 ‖·‖1和 ‖·‖1,称 ‖·‖2比 ‖·‖1强，若 ‖xn‖2 → 0可以推出 ‖xn‖1 → 0.

若 ‖·‖1和 ‖·‖2互相比对方强，则称这两个范数等价.

Remark ‖·‖2比 ‖·‖1强⇐⇒存在 C > 0使得 ‖·‖1 ≤ C‖·‖2.

进而 ‖·‖1和 ‖·‖2等价当且仅当存在 C1, C2 > 0使得 C1‖·‖1 ≤ ‖·‖1 ≤ C2‖·‖2

Theorem 1.6

♥有限维线性空间 (底域为K = R或C)上的范数都等价.

证明 固定 X 上的一个范数 ‖·‖,设 X 的一组基为 (x1, · · · , xd)，则定义

T : X → Kd, x =
d∑

i=1

xiλi 7→ (λ1, · · · , λd).

定义 ‖x‖T = ‖Tx‖2 =
√
λ2
1 + · · ·+ λ2

d. 只需证存在C1, C2 > 0,使得 ∀x ∈ X,C2‖x‖T ≤ ‖x‖ ≤ C1‖x‖T .

取 C1 = sup
x ̸=0

∥x∥
∥x∥T , C2 = inf

x ̸=0

∥x∥
∥x∥T ,只需证 0 < C2 ≤ C1 < ∞. 则设 x =

d∑
i=1

λixi,有

‖x‖
‖x‖T

= ‖
d∑

i=1

ηixi‖, ηi =
λi√

λ2
1 + · · ·+ λ2

d

.

注意到 η1 + · · ·+ ηd = 1,则定义 φ(η) = ‖
d∑

i=1
ηixi‖. 则 C1 = sup

∥η∥=1
φ(η), C2 = inf

∥η∥=1
φ(η).

又由 Cauchy不等式，|φ(η)− φ(η′)| ≤
d∑

i=1
|ηi − η′i|‖xi‖ ≤ ‖η − η′‖

√
d∑

i=1
‖xi‖2,则 φ(η)为连续函数，

故由 {η ∈ Kd : ‖η‖2 = 1}为紧集得证. □

Remark后面将会证明闭图像定理，它说明若两个完备范数有强弱关系，则它们等价.

8



1.4 赋范线性空间

Definition 1.7

♣

线性空间 X 上的准范数‖·‖满足如下条件：

(1)正定：‖x‖ ≥ 0,且 ‖x‖ ≥ 0 ⇐⇒ x = 0.

(2)对称：‖x‖ = ‖−x‖.

(3)三角不等式：‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖.

准范数同样可以诱导度量 ρ(x, y) = ‖x− y‖，称准范数完备若该度量完备. 称赋予了准范数线性

空间为 F ∗空间，若还完备，则称为 Frechet空间，简记为 F 空间.

Example 1.7 X 为所有实数列构成的空间 RN，则对 x = {x1, x2, · · · , xn},定义 ‖x‖ =
∞∑
i=1

|xi|
2i(1+|xi|) ,可

以验证 (X, ‖·‖)为 Frechet空间.

定义 l∞ = {x : sup
i∈N

|xi| < ∞}，则 (l∞, ‖·‖∞)中的单位球 I = [−1, 1]N 关于准范数 ‖·‖自列紧，但

关于 ‖·‖∞不列紧！

上面例子中的 I 也被称为 Hilbert方体，下面的命题说明它在准范数下是紧度量空间的“万有”模

型空间.

Proposition 1.2

♠任意紧度量空间 (X, ρX)可以嵌入到 (I, ‖·‖)中，即同胚于 (I, ‖·‖)的子空间.

证明 X 紧，则可分，进而取可数稠密子集 y1, y2, · · · . 定义

φ : X → I, x 7→ (
ρX(x, yi)

1 + ρX(x, yi)
)∞i=1.

可以验证它是一个连续单射，且由于 X 自列紧，有 φ(X)也自列紧，进而为 I 的闭子空间. □

则我们可以通过将任意紧度量空间拉到 I 中来处理，下面是一个例子.

Proposition 1.3

♠

(1) (C(I), ‖·‖∞)为可分空间。

(2)任意紧度量空间 X , (C(X), ‖·‖∞)可分.

证明 (1)利用截断转化为有限维上的问题.

(2)设 X 同胚于 φ(X)为 I 的闭子空间，则只需证 (C(φ(X), ‖·‖∞)可分. 由于 (C(I), ‖·‖∞)可分，

取其可数稠密子集 {fn}n≥1.

令 gn = fn|ϕ(X),则任意 g ∈ C(φ(X)),由 Tietze延拓定理，存在 g̃ ∈ C(I)使得 g̃|ϕ(X) = g. 任意

ε > 0,则存在 n使得 ‖g̃ − fn‖ < ε,进而 ‖g − gn‖ < ε. 则 g1, · · · , gn为 C(φ(X))的可数稠密子集. □

Remark还有一种“万有”紧度量空间，即 Cantor三分集 C 1
3
,可以证明任意紧度量空间X ,存在连续满

射 φ : C 1
3
→ X，即 X 为 Cantor集的连续像.
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1.4 赋范线性空间

下面我们来利用范数刻画有限维空间.

Theorem 1.7

♥

若 X 为 B∗空间，则下列等价

(1) dimX < ∞.

(2) S(X) = {x ∈ X : ‖x‖ = 1}自列紧.

(3) X 中任意有界集均列紧.

(4) X 中任何有界点列都有收敛子列.

证明 (3) ⇒ (4) ⇒ (2)是显然的，则只需证 (1) ⇒ (3), (2) ⇒ (1).

(1) ⇒ (3) :设 d = dimX ,则存在线性空间同构 T : X → Rd,定义 ‖x‖T = ‖Tx‖2,类似定理 1.6的

证明可以验证 ‖x‖T 和 ‖x‖等价.

进而 U ⊆ (X, ‖·‖) 有界 ⇐⇒ T (U) ⊆ (Rd, ‖·‖2) 有界 ⇐⇒ T (U) ⊆ (Rd, ‖·‖2) 列紧 ⇐⇒ U ⊆

(X, ‖·‖T )列紧⇐⇒ U ⊆ (X, ‖·‖)列紧.

(2) ⇒ (1) : 若 dimX = ∞, 则任取 x1 ∈ S(X), 令 E1 = span(x1) ⊊ X , 取 y2 ∈ X − E1, 记

d2 = ‖y2 − E1‖ = inf
x∈E1

‖y2 − x‖.

由下面将要证明的命题 1.4，存在 z ∈ E1 使得 ‖y2 − z2‖ = d2. 则令 x2 = y2−z2
∥y2−z2∥ /∈ E1, 且

x2 ∈ S(X). 同时有

‖x2 − x1‖ = ‖y2 − z2
d1

− x1‖ =
1

d1
‖y2 − (z2 + d2x1)‖ ≥ 1.

最后一步使用了 z2+d2x1 ∈ E1,故由 dimX = ∞,可以一直进行下去得到无穷集 {x1, x2, · · · } ⊆ S(X)，

且满足 ∀i 6= j, ‖xi − xj‖ ≥ 1,则与 S(X)自列紧矛盾！ □

则只需要补充说明上面所用到的所谓“最佳逼近元”的存在性.

Proposition 1.4 (最佳逼近元)

♠

设 X 为 B∗空间，且 X0 ⊆ X 为有限维子空间，则 ∀y ∈ X ,存在 x ∈ X0使得

‖y − x‖ = inf
z∈X0

‖y − z‖ = ‖y −X0‖

.

证明 ∀y ∈ X , 定义 φ(x) = ‖y − x‖ 为连续函数，且 lim
∥x∥→+∞

φ(x) = +∞, 进而存在 R > 0 使得

inf
x∈X0

φ(x) = inf
x∈B(x0,R)

φ(x).

由 B(x0, R)为紧集，存在 x0 ∈ B(x0, R)使得 φ(x0) = inf
x∈B(x0,R)

φ(x) = inf
x∈X0

φ(x). □

在此基础上我们会问上面的最佳逼近元是否唯一？一般情形下是没有的！

Example 1.8考虑X = R2,赋予范数 ‖x‖ = max{|x1|, |x2}. 记 a = (0, 1), e1 = (1, 0),则令X0 = Re1,可

以验证 te1 ∈ X0(∀ − 1 ≤ t ≤ 1)均为 a在 X0上的最佳逼近元！
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1.4 赋范线性空间

则唯一性需要我们对空间加上额外的条件.

Definition 1.8

♣B∗空间X 是严格凸的，若 ∀x 6= y ∈ X, t ∈ (0, 1),且有 ‖x‖ = ‖y‖ = 1,则有 ‖tx+ (1− t)y‖ < 1.

Example 1.9 (1) C[0, 1], L1[0, 1]均不是严格凸的，其中均赋予对应空间上典范范数.

(2) Lp[0, 1](1 < p < ∞)是严格凸的.

Proposition 1.5

♠若 X 为严格凸空间，X0 ⊆ X 为有限维子空间，则 ∀y ∈ X , X0上的关于 y的最佳逼近元唯一.

证明 若 x0, x
′
0 ∈ X0 为最佳逼近元，则记 d = ‖y − x0‖ = ‖y − x′0‖. 若 d = 0则 x0 = x′0 = y. 进而不

妨设 d 6= 0.

此时若 x0 6= x′0,有 ‖y−x0

d ‖ = ‖y−x′
0

d ‖ = 1,则由严格凸，有

‖ty − x0
d

+ (1− t)
y − x′0

d
‖ = ‖y − (tx0 + (1− t)x′0)

d
‖ < 1.

与 tx0 + (1− t)x′0 ∈ X0以及 d的定义矛盾！ □

对于无穷维子空间，未必有最佳逼近元，但有如下的有用的 Riesz引理.

Lemma 1.1 (Riesz引理)

♥X为B∗空间，X0为真闭子空间，则 ∀0 < ε < 1, ∃y ∈ X ,使得 ‖y‖ = 1, ‖y−x‖ ≥ 1−ε(∀x ∈ X0).

证明 ∀ε > 0, y0 ∈ X −X0,设 d = inf
x∈X0

‖y0 − x‖ > 0（这里用到了 X0 的闭性）. 则 ∀η > 0, ∃x0 ∈ X0

使得 d ≤ ‖y0 − x0‖ < d+ η.

令 y = y0−x0

∥y0−x0∥ ,有 ‖y‖ = 1,且

‖y − x‖ =
‖y0 − (x0 + x‖x0 − y0‖)‖

‖y0 − x0‖
>

d

d+ η
, ∀x ∈ X0.

则取 η = dε
1−ε 即可. □
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1.5 凸集与不动点

1.5 凸集与不动点

我们用两个问题来引入本节.

先来看一个实分析中的问题. 设 {µi}i∈I 为 X 上的一族概率测度，则定义

T : C(X) → R, f 7→ sup
i∈I

|
∫

fdµi|.

则 T 满足正齐次性、次可加性和非负性. 是否存在概率测度 µ使得 T =
∫
·dµ？

Riesz表示定理指出：若C(X)上的算子 T 满足齐次性、可加性和非负性，则存在Borel代数 (X,BX)

上的概率测度使得 T =
∫
·dµ.

这个问题启发我们进行如下定义.

Definition 1.9

♣

对 Banach空间 X ,一个泛函 p : X → R,若 p满足

(1)正齐次性: ∀λ > 0, x ∈ X ,有 p(λx) = λp(x).

(2)次可加性: ∀x, y ∈ X ,有 p(x+ y) ≤ p(x) + p(y).

则称 p 为次线性泛函. 若 p 此外还满足非负性: p(x) ≥ 0(∀x ∈ X), 且将正齐次性改为齐次性：

∀α ∈ K,x ∈ X，有 p(αx) = |α|p(x),则称 p为半模.

再来考虑这样的一个问题：一个集合能否成为某个范数的单位球？首先注意到单位球应当为有界

闭的凸集，且包含 0作为内点. 但反之满足上面这些条件的集合不一定能成为某个范数的单位球！

判断单位球的问题是复杂的，我们可以来考虑弱化的问题：对Rd中的集合 U ,是否存在 pU : Rd →

R使得 U = p−1
U (1)?

则我们应当要求

(1) pU 为半模.

(2) ∃C1, C2使得 C1‖x‖2 ≤ pU (x) ≤ C2‖x‖2(可以验证在有限维的时候这等价于正定性！)

事实上可以证明：若 X 为有限维 Banach空间，则存在 p满足 (1)(2). 我们来引入Minkowski泛函

来解决这个问题.

Definition 1.10

♣

对 X 为线性空间，C ⊆ X 凸集，且 0 ∈ C,则定义

pC(x) = inf{λ > 0 :
x

λ
∈ C} ∈ [0,∞]

为 C 的Minkowski泛函.
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1.5 凸集与不动点

则有以下的基本性质.

Proposition 1.6

♠

(1)若 x
λ ∈ C,则 ∀λ′ > λ,有 x

λ′ ∈ C.

(2)若 C 闭且 0 < pC(x) < ∞,则 x
pC(x) ∈ C.

(3)若 0 ∈ Int(C),则 pC(x) < ∞, ∀x ∈ X .

(4)次可加性：pC(x+ y) ≤ pC(x) + pC(y), ∀x, y ∈ X .

(5)正齐次性：∀λ > 0, x ∈ X ,有 pC(λx) = λpC(x).

(6)正定性：若 C 有界，则 ∀x 6= 0,有 pC(x) > 0.

(7)若 C 闭凸集，则 C = {x ∈ X : pC(x) ≤ 1}.

(8)若 C 闭凸集，则 pC(x)下半连续.

证明 (1)取 t = 1− λ
λ′ ,则由凸性 (1− t)xλ + t · 0 ∈ C,即 x

λ′ ∈ C.

(2)取 λn > pC(x)且 λn → pC(x),则由 (1), x
λn

∈ C,进而有子列 x
λnk

→ x
pC(x) ,由闭集

x
pC(x) ∈ C.

(3)设 B(0, r) ⊆ C,则 ∀x 6= 0 ∈ X , r
2 · x

∥x∥ ∈ B(0, r) ⊆ C,故 pC(x) ≤ 2∥x∥
r < ∞.

(4)不妨设 p(x), p(y)均不为无穷，则 ∀ε > 0，令 λ1 = pC(x) +
ε
2 , λ2 = pC(y) +

ε
2 ,有

x
λ1
, y
λ2

∈ C.

由凸性 λ1
λ1+λ2

x
λ1

+ λ2
λ1+λ2

y
λ2

= x+y
λ1+λ2

∈ C,进而 pC(x+ y) ≤ λ1 + λ2 = pC(x) + pC(y) + ε,令 ε → 0

即得.

(5)显然.

(6)设 C ⊆ B(0, R),则 ∀x 6= 0,有 x
∥x∥ · 2R /∈ C,故 pC(x) >

∥x∥
2R > 0.

(7) 若 x ∈ C, 则 x
1 ∈ C, 即 pC(x) ≤ 1. 反之若 pC(x) ≤ 1，如果 pC(x) = 0, 则存在 λ < 1 使得

x
λ ∈ C,由 (1)有 x ∈ C. 如果 pC(x) 6= 0,则由 (2) x

pC(x) ∈ C,仍然由 (1)有 x ∈ C.

(8)等价于 ∀a > 0, {x ∈ X : pC(x) ≤ a} = a{x ∈ X : pC(x) ≤ 1}为闭集，由 (7)即等价于 aC 为

闭集，这显然成立. □

进而在 C 是有界闭凸集时，我们得到了一个正定的次线性泛函 pC，且满足 C = p−1
C ([0, 1]). 则根

据之前作出的观察，存在 c1, c2 > 0使得 c1‖x‖ ≤ pC(x) ≤ c2‖x‖(∀x ∈ X). 这可以帮助我们证明如下

的引理.

Lemma 1.2

♥若 C ⊆ Rn为紧凸子集，则存在m ≤ n使得 C 同胚于 Rm中的单位球 Bm.

证明 不妨设 C 不为单点集且 0 ∈ C, 并设 E = span(C) 为线性子流形, 其维数为 m ≤ n, 则取

e1, · · · , em ∈ C 线性无关，并令 e0 =
1

m+1(0 + e1 + · · ·+ em),则 E − e0为线性子空间，且其上可以自

然定义范数

‖y − e0‖ =

√√√√ m∑
i=1

µ2
i , y = e0 +

m∑
i=1

µi(ei − e0).
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1.5 凸集与不动点

进一步地由于

y =

m∑
i=1

µiei + (1−
m∑
i=1

µi)e0

=
m∑
i=1

[µi +
1

m+ 1
(1−

m∑
j=1

µj)]ei +
1

m+ 1

m∑
j=1

µj · 0

进而当 µi 足够小时，y为 0, e1, · · · , em 的凸线性组合，则由 C 为凸集有 y ∈ C. 进而当 ‖y − e0‖足够

小时，y ∈ C,即 e0 ∈ Int(C).

则通过平移 e0不妨设 C ⊆ E ⊆ Rm且 0 ∈ Int(C). 则令 P (x) = pC(x)为Minkowski泛函，存在常

数 c1, c2使得 c1‖x‖ ≤ P (x) ≤ c2‖x‖(∀x ∈ E). 则对 Bm为 E 中的单位球，定义 φ(z) : Bm → C,其中

φ(z) =


0 z = 0

∥z∥z
P (z) z 6= 0

此时 φ(z)为想要的同胚. □

这个引理的直接应用是如下的 Schauder不动点定理.

Theorem 1.8 (Schauder不动点)

♥设 X 为 B 空间，C 为闭凸子集，若 T : C → C 连续，且 T (C)列紧，则 T 有不动点.

证明 由Hausdorff定理，T (C)完全有界，则取 1
n -网C ′

n = {xn1 , · · · , xnkn}，并定义En = span(C ′
n), Cn =

co(C ′
n)为 C ′

n的凸包. 考虑如下的图表

Cn T (Cn) T (C)

Cn

T

Tn=In◦T
In

inc

其中 In连续且满足 ‖In(y)− y‖ < 1
n(∀y ∈ T (C)).

又由于 Cn为 En中的紧凸子集，则由引理 1.2，存在到从 Cn到 Bm的同胚，进而由 Brouwer不动

点定理和不动点性质的同胚不变性，存在 xn ∈ Cn使得 Tnxn = xn.

利用 T (C)列紧，存在 {Txn}的子列 Txnk
→ x,又

‖xnk
− x‖ = ‖Tnk

xnk
− x‖ ≤ ‖Ink

(Txnk
)− Txnk

‖+ ‖Txnk
− x‖ ≤ 1

nk
+ ‖Txnk

− x‖ → 0.

有 xnk
→ x,则 Tx = lim

k→∞
Txnk

= lim
k→∞

xnk
= x,则找到了想要的不动点.

最后只需要找到满足条件的 In. 对任意 1 ≤ i ≤ kn, x ∈ T (C),定义

fi(x) =


1− n‖xni − x‖ x ∈ B(xni ,

1
n)

0 else

再令 λi(x) =
fi(x)

kn∑
i=1

fi(x)

, In(x) =
kn∑
i=1

λi(x)x
n
i .
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1.5 凸集与不动点

首先由所有的 1
n -球覆盖了 T (C)可知中间出现的分母非零，且

‖Inx− x‖ ≤
kn∑
i=1

λi(x)‖xni − x‖ ≤
kn∑
i=1

λi(x) ·
1

n
=

1

n
.

注意到我们使用了
kn∑
i=1

λi(x) = 1. 则 In为所求. □

最后仍然用解方程的例子来给出不动点定理的应用.

Example 1.10仍然考虑 Cauchy初值问题 
x′ = f(t, x)

x(0) = ξ

,其中 f : [−h, h]× [ξ − ε, ξ + ε] → R为二元连续函数（不再有 Lipschitz条件！）.

则取M = sup |f |,并令 h1 <
ε
M .

定义 X = C[−h1, h1],记 C = {x ∈ X : |x(t) − ξ| ≤ ε, ∀t ∈ [−h1, h1]}为闭凸子集. 则对 T : X →

X,x 7→ Tx(t) =
∫ t
0 f(s, x(s))ds+ ξ,则由 h1的选取有 T (C) ⊆ C,且 T 连续.

显然 T (C)一致有界 ξh1 +M ,且由于

|Tu(t)− Tu(t′)| ≤
∫ t′

t
|f(s, u(s))|ds ≤ M |t− t′|.

由 T (C)等度连续，则由 Arzela-Ascoli定理，有 T (C)列紧，则由 Schauder不动点定理，T 有不动点，

即问题有解.

注意到 Schauder不动点定理的设定下不动点不一定具有唯一性，故上面方程的解也不一定唯一.
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1.6 Hilbert空间

1.6 Hilbert空间

首先回忆内积是满足对称性和正定性的共轭双线性函数. 对内积 (·, ·),可以诱导范数 ‖x‖ =
√
(x, x).

但范数不一定诱导内积. 事实上，B∗ 空间能够成为内积空间当且仅当其上的范数满足所谓的平行四边

形法则. 此外不难验证内积空间诱导的范数是严格凸的. 我们称完备的内积空间为 Hilbert空间,简记为

H 空间.

与欧氏空间一样地，可以在内积空间中定义正交集、正交规范集（即元素互相正交且模长为 1的

集合）、以及完备正交集 (即满足 S⊥ = {0}的集合). 利用集合论中的 Zorn引理也可以证明非空内积空

间必然有完备正交集.

Theorem 1.9 (Bessel不等式)

♥

设 (X, (·, ·))为内积空间，S = {eα : α ∈ Λ}为正交规范集，则∑
α∈Λ

|(x, eα)|2 ≤ ‖x‖2

.

证明 固定 x ∈ X . 首先任取 Λ的有限子集，不妨记为 {1, · · · ,m},则

0 ≤ ‖x−
m∑
k=1

(x, ek)ek‖2 = ‖x‖2 −
m∑
k=1

(x, ek)
2.

进而 ∀n,满足 |(x, eα)| > 1
n 的 α ∈ Λ至多有限，则 (x, eα) 6= 0的 α至多可数，则原式左边的求和为可

数求和,不妨 Λ = N. 再用上面的 ‖x‖2 ≤
m∑
k=1

(x, ek)
2,令m → ∞即可. □

Corollary 1.1

♥

X 为 Hilbert空间, S = {eα : α ∈ Λ}为正交规范集,则 ∀x ∈ X ,有
∑
α∈Λ

(x, eα)eα ∈ X ,进而有

‖x−
∑
α∈Λ

(x, eα)eα‖2 = ‖x‖2 −
∑
α∈Λ

|(x, eα)|2

.

证明 由上面定理的证明不妨
∑
α∈Λ

(x, eα)eα =
∞∑
n=1

(x, en)en,且
∞∑
n=1

|(x, en)|2收敛.

则
m+p∑
n=m

|(x, en)|2 → 0, 进而 {xm =
m∑

n=1
(x, en)en} 为 Cauchy 列，由完备性它收敛到 x′ ∈ X , 即∑

α∈Λ
(x, eα)eα ∈ X . □

Definition 1.11

♣

X 为 Hilbert空间, S = {eα : α ∈ Λ}为正交规范集,若 ∀x ∈ X ,有 x =
∑
α∈Λ

(x, eα)eα，则称 S 为

正交规范基.

下面给出 Hilbert空间中规范正交基的等价刻画.
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1.6 Hilbert空间

Theorem 1.10

♥

X 为 Hilbert空间，S = {eα : α ∈ Λ}为正交规范集,则下列命题等价：

(1) S 为规范正交基.

(2) S 为完备集.

(3)有 Parseval恒等式：∀x ∈ X ,有 ‖x‖2 =
∑
α∈Λ

|(x, eα)|2.

证明 (1) ⇒ (2) :若 S 不完备，则设 x ∈ X − {0}使得 (x, eα) = 0(∀α ∈ Λ,则 x =
∑
α∈Λ

(x, eα)eα = 0,

矛盾！

(2) ⇒ (3) :若 x不满足 Parseval恒等式,则由上面推论，有

‖x−
∑
α∈Λ

(x, eα)eα‖2 = ‖x‖2 −
∑
α∈Λ

|(x, eα)|2 > 0.

令 y = x−
∑
α∈Λ

(x, eα)eα,则 y ∈ S⊥且 y非零，矛盾！

(3) ⇒ (1) :显然. □

Example 1.11 S = { 1√
2π
eint : n ∈ Z}为 L2[0, 1]的规范正交基.

Example 1.12 S = {en : n ≥ 1}为 l2 = {(x1, · · · , xn) :
∞∑
i=1

x2i < ∞}的规范正交基，其中 en 为第 n位

是 1，其余位为 0的元素.

Example 1.13 S = {
√

n
πz

n−1 : n ≥ 1}为 H2(D) = {u ∈ H(D) :
∫∫

D |u(z)|2dxdy < ∞}的规范正交基.

利用基我们可以研究可分 Hilbert空间的结构.

Theorem 1.11

♥可分 Hilbert空间同构于 l2或Kn（底域K = R或C）.

证明 我们证明更强的断言，即可分等价于存在至多可数的规范正交基. 这样设有至多可数的规范正交

基 e1, e2, · · · , eN (N ≤ ∞),则

T : X → l2或Kn, x =
N∑
k=1

(x, ek)ek 7→ ((x, e1), · · · , (x, eN ))

为所求的同构.

则只需证明断言. ⇒: 取 M = {xn : n ∈ N} 为可数稠密子集，则取 M 的极大无关子集 M ′ =

{yn : n = 1, · · · , N}, 其中 N ≤ ∞. 对 M ′ 做 Schimidt 正交化可以得到正交规范集 S = {en}, 且

spanS = spanM = X . 再证 S 是规范正交基.

∀x ∈ X ,则存在 xm =
N∑
k=1

amk
ek 使得 xm → x. 固定 k,则由于

|amk
− am′

k
| = ‖amk

ek − am′
k
ek‖ ≤ ‖xm − xm′‖

可知 amk
为 Cauchy列，进而令 ck = lim

m→∞
amk

,此时有 x =
N∑
k=1

ckek，故 S 为基.

⇐:设 S = {en : n ≤ N}(N ≤ ∞)为至多可数的规范正交基，则 ∀x ∈ X ,设 x =
N∑
k=1

ckek, ck =

17



1.6 Hilbert空间

(x, ek) ∈ K. 若底域为 R，则取M = {
N∑

n=1
anen : an ∈ Q},若为 C则取M = {

N∑
n=1

anen : Iman,Rean ∈

Q},则M 为可数稠密子集. □

本节最后来讨论 Hilbert空间中的最佳逼近问题.

Theorem 1.12

♥

(1)若X 为 Hilbert空间，C为闭凸子集，则 ∀x ∈ X ,存在唯一 y ∈ C使得 ‖x− y‖ = inf
z∈C

‖x− z‖.

(2)此外，有 y为 x在 C 上的最佳逼近⇐⇒ Re(x− y, y − z) ≥ 0(∀z ∈ C).

(3)特别地，若 C = X0为子空间,则 y为 x在 C 上的最佳逼近⇐⇒ x− y⊥X0 − y = X0.

证明 (1)存在性：对 x /∈ C,有 d = inf
y∈C

‖x− y‖ > 0,则存在 zn ∈ C,使得 d ≤ ‖x− zn < d+ 1
n ,则

‖zn − zm‖2 = 2(‖zn‖2 + ‖zm‖2)− 4‖zm + zn
2

‖2 ≤ 2[(d+
1

n
)2 + (d+

1

m
)2]− 4d2 → 0.

进而 {zn}为 Cauchy列，zn → z0,且 ‖x− z0‖ = d,则 z0为最佳逼近元.

唯一性：若 y1, y2都是最佳逼近，则

‖y1 − y2‖2 = 2(‖y1 − x‖2 + ‖y2 − x‖2)− 4‖y1 + y2
2

− x‖2 ≤ 4d2 − 4d2 = 0

故只能 y1 = y2.

(2)对任意 z ∈ C,令 zt = (1−t)y+tz, φz(t) = ‖x−zt‖2 = ‖x−y‖2+2tRe(x−y, y−z)+t2‖y−z‖2.

则 y为最佳逼近⇐⇒, ∀z ∈ C, t ∈ [0, 1],有 φz(t) ≥ φz(0) ⇐⇒ φ′
z(0) ≥ 0,则得证.

(3)由 (2),最佳逼近⇐⇒ Re(x−y, y−z) ≥ 0(∀z ∈ X0). 令w = y−z ∈ X0,则等价于Re(x−y, w) ≥

0(∀w ∈ C). 再用 −w代入，则等价于 Re(x− y, w) = 0(∀w ∈ C).

再将 iw 代入，则 Im(x − y, w) = 0(∀w ∈ C). 则最佳逼近等价于 (x − y, w) = 0(∀w ∈ C), 即

x− y⊥X0. □

由此可以对 Hilbert空间做直和分解.

Theorem 1.13

♥

X 为 Hilbert空间，X0 ⊆ X 为闭子空间，则 ∀x ∈ X ,存在唯一 y ∈ X0, z ∈ X⊥
0 ，使得 x = y+ z,

即 X = X0 ⊕X⊥
0 .

证明 存在性：取 y为 x在X0中的最佳逼近，则由上面的定理 z = y− x ∈ X⊥
0 ,则得到了想要的分解.

唯一性：若 x = yi + zi, yi ∈ X0, zi ∈ X⊥
0 (i = 1, 2),则 y1 − y2 = z1 − z2. 左边属于 X0,右边属于

X⊥
0 ,则只能 y1 = y2, z1 = z2. □
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Chapter 2 线性算子与线性泛函

2.1 线性算子

Definition 2.1

♣

对线性空间 X,Y 以及 D ⊆ X 为子空间，T : D → Y 为映射. D = D(T )称为定义域，R(T ) =

{Tx : x ∈ D}为值域，若 ∀x, y ∈ D,α, β ∈ K,则称 T 为线性算子.

特别地，若 D = X,Y = K,则称为线性泛函.

对线性算子 T : X → Y ,称之为有界的，若存在M > 0使得 ∀x ∈ X ,有 ‖Tx‖ ≤ M‖x‖.

Proposition 2.1

♠

X,Y 为 B∗空间，T : X → Y 为线性算子，则如下等价：

(1) T 连续.

(2) T 在 0处连续.

(3) T 有界.

证明 (1) ⇐⇒ (2) :由线性性显然.

(2) ⇒ (3) : 若不有界，则存在 xn ∈ X 使得 ‖Txn‖ > n‖xn‖. 令 yn = xn
n∥xn∥ , 则 yn → 0 但

‖Tyn‖ > 1,矛盾！

(3) ⇒ (1) :对 xn → x,有 ‖Txn − Tx‖ ≤ M‖xn − x‖ → 0，则连续. □

对 B∗ 空间 (X, ‖·‖X), (Y, ‖·‖Y ), 定义 L(X,Y ) = {T : X → Y为有界线性算子}, 并定义 ‖T‖ =

sup
x∈X−{0}

∥Tx∥Y
∥x∥X = sup

∥x∥=1
‖Tx‖Y . 当 X = Y 时记 L(X,Y ) = L(X).

Proposition 2.2

♠

(1) L(X,Y )为线性空间，且 ‖·‖为范数.

(2)若 Y 为 B 空间，则 L(X,Y )为 B 空间.

证明 (1)显然为线性空间. 再验证范数：‖T‖ ≥ 0,且 ‖T‖ = 0 ⇐⇒ Tx = 0(∀x ∈ X) ⇐⇒ T = 0. 故有

正定性. 齐次性也显然.

再证三角不等式：

‖T1 + T2‖ = sup
∥x∥=1

‖T1x+ T2‖Y ≤ sup
∥x∥=1

‖T1x‖Y + sup
∥x∥=1

‖T2x‖Y = ‖T1‖+ ‖T2‖.

(2)设 {Tn}为Cauchy列，则 ∀ε > 0,存在N 使得 ‖Tn+p−Tn‖ ≤ ε,则 ∀x ∈ X有 ‖Tn+px−Tnx‖Y ≤



2.1 线性算子

ε‖x‖X . 则由 Y 的完备性有 Tnx → y,定义 Tx = y.

首先不难验证 T 为线性算子. 进一步对任意 x ∈ X, ‖x‖X = 1, 存在 n 使得 ‖Tx‖Y = ‖y‖Y ≤

‖Tnx‖+ 1 ≤ (‖Tn‖+ 1)‖x‖X . 故 ‖T‖ ≤ ‖Tn‖+ 1,故 T ∈ L(X,Y ). □

最后看投影算子的例子. 对X为Hilbert空间，M ⊆ X为闭子空间，则考虑正交分解x = xM+xM⊥，

其中 xM ∈ M,xM⊥ ∈ M⊥. 则定义 PM : X → X,x 7→ xM 为到 M 上的投影算子，有 D(PM ) =

X,R(PM ) = M .

显然 PM 满足：(1) ‖PM‖ ≤ 1 (2) P 2
M = PM (3) (PMx, y) = (x, PMy).

进一步有如下命题.

Proposition 2.3

♠X 为 Hilbert空间，P ∈ L(X),则 P 为投影算子⇐⇒ P 满足如上的 (2)(3).

证明 只需证⇐: 定义M = R(P ),则只需验证M 为闭空间且 P = PM .

M 闭：设 xn → x,其中 xn ∈ M ,则存在 yn ∈ X,xn = P (yn). 由 (2)有 xn = P (P (yn)) = P (xn) →

P (x),由极限的唯一性 P (x) = x, x ∈ M .

P = PM : 任意 x ∈ X ,做正交分解 x = xM+xM⊥ ,则 Px = PxM+PxM⊥ = xM+PxM⊥ , PM (x) =

xM ,则只需证 P (xM⊥ = 0. 对任意 y ∈ X ,利用 (2)有 (PxM⊥ , y) = (xM⊥ , Py) = 0,则得证. □

Remark事实上将上面命题中 (2)(3)改为 (1)(2)，结果仍然成立. 留作练习.
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2.2 Riesz表示定理

对 H 空间 X ,定义 X∗ = L(X,K),则定义 φ : X → X∗, y 7→ {fy : x 7→ (x, y)}. 可以验证 φ是共轭

线性的：即 φ(λ1y1 + λ2y2) = λ1φ(y1) + λ2φ(y2),且 φ是等距的.

显然 φ是单射，若 φ是满射? 则对 f, g ∈ X∗,可以通过拉回来定义 X∗ 上的内积 (f, g) = (xf , xg),

其中 xf = φ−1(f), xg = φ−1(g). 进而可以再对 X∗操作，得到：

(X, (·, ·)) ϕX−−→ (X∗, (·, ·)) ϕX∗−−→ (X∗∗, (·, ·))

且两个共轭线性映射的复合 φX∗ ◦ φX 为线性映射，进而有线性同构：X → X∗∗, x 7→ {Tx : f 7→

f(x)}.

则何时 φX 为满射？下面的 Riesz表示定理给出了普遍性的结果.

Theorem 2.1 (Riesz表示定理)

♥X 为 H 空间，则 ∀f ∈ X∗, ∃!xf ∈ X ,使得 f(x) = (x, xf ).

证明 唯一性显然，只需证存在性.

考虑 N(f) = {x ∈ X : f(x) = 0}为闭子空间，若 N(f) = X ,则取 xf = 0即可，故设 N(f) 6= X .

则取 x0 ∈ N(f)⊥,对任意 x ∈ X ,有 x− f(x)
f(x0

x0 ∈ N(f). 进而

(x, x0) = (x− f(x)

f(x0
x0 +

f(x)

f(x0
x0, x0) = ‖x0‖2

f(x)

f(x0)
.

故 f(x) = f( f(x)f(x0
x0) = (x, f(x0)x0

∥x0∥2 ),取 xf = f(x0)x0

∥x0∥2 即可. □

再来看一个双线性型确定线性泛函的例子,主要工具就是 Riesz表示定理.

Theorem 2.2

♥

X 为H 空间，a : X ×X → K 为共轭双线性算子，且存在M > 0使得 |a(x, y)| ≤ M‖x‖‖y‖,则

存在唯一 A ∈ L(X)使得 a(x, y) = (x,Ay).

证明 固定 y，则由 Riesz表示定理，存在唯一 A(y) ∈ X 使得 a(x, y) = (x,A(y)),则考虑

X → X∗ → X, y 7→ a(·, y) 7→ A(y)

为共轭线性映射的复合，则 A线性，且有

‖Ay‖ = sup
x ̸=0

‖(Ay, x)‖
‖x‖

= sup
x ̸=0

|a(x, y)|
‖x‖

≤ M‖y‖.

故 A ∈ L(X)为所求. □
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2.2 Riesz表示定理

下面对 T ∈ L(X),则考虑交换图表

X X

X∗ X∗

T

ϕ ϕ

T ∗

其中 T ∗ = φ ◦ T ◦ φ−1为线性的，由 Riesz表示可以将 T ∗视为 L(X)，它满足 (Tx, y) = (x, T ∗y),称为

T 的伴随算子. 若 T = T ∗则称 T 是自伴算子或对称算子.

Example 2.1设 X = Rd,则 T : Rd → Rd, x 7→ Ax,则 T 自伴等价于 A对称.

Example 2.2设 X = Cd,则 T : Cd → Cd, x 7→ Ax,则 T 自伴等价于 A为酉方阵.
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2.3 纲与开映射定理

Definition 2.2

♣

在拓扑空间 X 中，子集 B 称为第一纲集，若存在可数个疏集 Ai 使得 B ⊆ ∪∞
i=1Ai. 否则称为第

二纲集.

若存在可数个稠密开集 Ui使得 ∩∞
i=1Ui ⊆ C,则称 C 为剩余集.

Example 2.3在 R中，Q为第一纲集，R−Q为第二纲集.

下面的 Baire纲定理是重要的.

Theorem 2.3 (Baire纲定理)

♥在完备度量空间 (X, ρ)中，可数个稠密开集的交是稠密第二纲集.

证明 记 G = ∩∞
i=1Ui,其中 Ui为稠密开集.

若 G为第一纲集，则设 G ⊆ ∪∞
i=1Ai,其中 Ai为疏集. 又X −G = ∪∞

i=1Bi,其中 Bi = X −Ui无内

点闭集. 则令 Ci = Ai ∪Bi为疏集，有 X = ∪∞
i=1Ci.

C1疏集，则取 B(x1, r1) ∩ Ci = ∅,令 D1 = B(x1,
r1
2 ),则 D1 ∩ C1 = ∅.

再利用 C2 疏集，取 B(x2, r2) ⊆ B(x1,
r1
2 ), 使得 B(x2, r2) ∩ C2 = ∅, 进而令 D2 = B(x2,

r2
2 ), 有

D2 ∩ C2 = ∅.

以此类推有 Cauchy列 {xn},且 xn → x0 ∈ ∩∞
i=1Di,但 xi ∈ X = ∪∞

i=1Ci,矛盾！故为第二纲集. 熟

知可数个稠密开集的交是稠密的. □

下面给出了一个看起来很”小”，但实际上很“大”的集合的例子.

Proposition 2.4

♠F = {f ∈ C[0, 1] : f处处不可微}在 C[0, 1]中是剩余集.

证明 任取 g ∈ C[0, 1]−F ,则存在 s使得 g在 s中可微，则存在 n ∈ N使得对 |h| ≤ 1
n , 0 ≤ s+ h ≤ 1，

有 |g(s+h)−g(s)
h | ≤ n.

定义 An = {f ∈ C[0, 1] : ∃s ∈ [0, 1], s.t.∀|h| ≤ 1
n , 0 ≤ s + h ≤ 1,有|g(s+h)−g(s)

h | ≤ n}, 进而

C[0, 1]−F ⊆ ∪∞
n=1An. 则只需证 An闭且无内点.

An 闭：若 gm ∈ An, gm → g, 其中 gm 对应 sm，则取子列（不妨还是 gm) 使得 sm → s. 由

|gm(sm + h)− gm(sm)| ≤ n|h|,有 |g(sm + h)− g(sm)| ≤ n|h|+ 2‖gm − g‖. 令m → ∞则有 g ∈ An.

An无内点：∀ε > 0, g ∈ An,则只需找 f ∈ C[0, 1]−An且 ‖f − g‖ < ε. 任取 ε > ε0 > 0,首先令 pL
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2.3 纲与开映射定理

为 h(x) =


Lx x < ε0

L

2ε0 − Lx ε0
L ≤ x ≤ 2ε0

L

平移拼接成的函数.

再取多项式 q使得 ‖g − q‖ < ε− ε0,并设m = max
0≤t≤1

|q′(t)|,则取 L > m+ n, f = q + pL,有任意 s，

对 h充分小，有 |f(s+ h)− f(s)| ≥ (L−m)|h| > n|h|,进而 f /∈ An,则 f 满足我们的要求. □

下面说明剩余集在连续满射下的保持性质.

Proposition 2.5

♠

设 X,Y 为 B 空间，T ∈ L(X,Y )为满射.

(1) R ⊆ X 剩余集，则 T (R) ⊆ Y 为剩余集.

(2) W ⊆ Y 剩余集，则 T−1(W ) ⊆ X 为剩余集.

证明 下面将会证明开映射定理，它说明 T 是开映射，下面将默认这一结论.

(1)设 R ⊇ ∩∞
i=1Ui,其中 Ui为稠密开集，则

T (R) ⊇ Y − T (X −R) ⊇ Y − ∪∞
i=1T (X − Ui) = ∪∞

i=1Y − T (X − Ui).

则 T (X−Ui)为闭集，Y −T (X−Ui)为开集，若它不稠密，则存在G开集使得G∩(Y −T (X−Ui)) =

∅. 则 T−1(G) ∩ T−1(Y − T (X − Ui)) = T−1(G) ∩ Ui = ∅,与 Ui稠密矛盾！

(2)设W ⊇ ∩∞
i=1Vi,其中 Vi为稠密开集,则 T−1(Vi)为开集.

若T−1(Vi)不稠密，则存在开集U使得U∩T−1(Vi) = ∅,故T (U)为开集，但由Vi稠密有T (U)∩Vi =

∅,矛盾！故 T−1(W ) ⊇ ∩∞
i=1T

−1(Vi),其中 T−1(Vi)为稠密开集，则为剩余集. □

下面我们开始讨论开映射定理.

Theorem 2.4 (开映射定理)

♥对 X,Y 为 B 空间，T ∈ L(X,Y )为满射，则为开映射.

证明 任意 U ⊆ X 为开集，存在 δ > 0使得 B(x, δ) = x+B(0, δ) ⊆ U，故 Tx+ TB(0, δ) ⊆ T (U).

欲证 T (U) 为开集，只需证 ∀y = Tx ∈ T (U), ∃ε > 0 使得 BY (y, ε) = Tx + BY (0, ε) ⊆ Tx +

TBX(0, δ) ⊆ T (U). 故只需证 BY (0, ε) ⊆ TBX(0, δ) = δTBX(0, 1), 即证存在 η 使得 BY (0, η) ⊆

TBX(0, 1).

首先由于 R(T ) = ∪n∈NTBX(0, η) = Y 为第二纲集，则存在 n 使得 TBX(0, n) 有内点 y0, 进而

TBX(0, n) ⊇ y0 +BY (0, ε),由对称性也有 TBX(0, n) ⊇ −y0 +BY (0, ε),则有

TBX(0, 1) ⊇ 1

2
(BY (y0,

ε

n
) +BY (−y0,

ε

n
)) = BY (0,

ε

n
)

.

取 η = ε
3n ,则 TBX(0, 13) ⊇ BY (0, η). 任意 y ∈ BY (0, η),存在 x0 ∈ BX(0, 13)使得 ‖Tx0 − y‖ < η

3 .

令 y1 = y − Tx0,有 ‖y1‖ < η
3 , ‖x0‖ < 1

3 . 再取 y2 = y1 − Tx1, · · · , yn = yn − Txn = y − T (x0 +
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2.3 纲与开映射定理

· · ·+ xn−1) = y − Tzn, · · · ,其中 ‖yn‖ < η
3n ,且

‖zm − zn‖ <
1

3m+1
+ · · ·+ 1

3n
<

1

3m

.

则 {zn} 为 Cauchy 列，有 zn → x, 且 ‖x‖ ≤ 2
3 < 1. 则 Tx = lim

n→∞
Tzn = lim

n→∞
y − yn = y, 故

y ∈ TBX(0, 1),即 BY (0, η) ⊆ TBX(0, 1). □

Remark更一般地有X,Y 为 B空间，T : x → Y 为闭映射，且 R(T )为第二纲集，则 T 为开映射，且

R(T ) = Y .

下面是开映射定理的应用. 不做特别说明均默认 X,Y 为 B 空间.

Theorem 2.5 (Banach逆映射定理)

♥T ∈ L(X,Y )为双射，则 T−1 ∈ L(Y,X).

证明 只需证 ‖T−1‖ < ∞ ⇐⇒ ∃η > 0, s.t.T−1(BY (0, 1)) ⊆ BX(0, η) ⇐⇒ TBX(0, 1) ⊇ BY (0,
1
η ). 由开

映射定理立得. □

Corollary 2.1 (范数等价定理)

♥若 X 关于 ‖·‖1和 ‖·‖2均为 B 空间，且 ‖·‖1强于 ‖·‖2,则它们等价.

证明 考虑 Id : (X, ‖·‖1) → (X, ‖·‖2),则由条件 T 有界，又显然为双射，由逆映射定理有 T−1有界，进

而 ‖·‖2比 ‖·‖1强. □

Definition 2.3

♣

T : X → Y 为线性映射称为闭算子，若对任意 xn → x, xn ∈ D(T ), Txn → y,有 x ∈ D(T ), Tx =

y.

Example 2.4闭算子不一定有界！例如 X = Y = C[0, 1], T 为求导算子, D(T ) = C1[0, 1],则 T 闭但不

有界.

Theorem 2.6 (闭图像定理)

♥

T : X → Y 为闭算子.

(1)若 D(T )为 X 的闭子空间，则 T |D(T ) ∈ L(D(T ), Y ).

(2)若 T 有界，则 T 可以延拓到 D(T )上.

证明 (1)不妨X = D(T ),则考虑其图像G(T ) = {(x, Tx) : x ∈ X} ⊆ X×Y ,显然有 T 闭等价于G(T )

闭.
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2.3 纲与开映射定理

定义 X 上范数 ‖x‖T = ‖x‖X + ‖Tx‖Y 强于 ‖·‖X . 这是一个完备范数：取 {xn} 为该范数下的

Cauchy列，则 {xn}为 ‖·‖X 下的 Cauchy列，{Txn}为 ‖·‖Y 下的 Cauchy列. 由 X,Y 完备，可知在原

始范数下 xn → x, Txn → y,进而由闭算子有 Tx = y,故有 xn
∥·∥T−−−→ x,则完备.

则由范数等价定理，存在 L > 0使得 ‖x‖T ≤ L‖x‖X ,故 T 有界.

(2)任取 x ∈ D(T ), xn → x, xn ∈ D(T ),则 xn 为 Cauchy列，进而由 T 有界得 Txn 为 Cauchy列，

则设 Txn → Tx(良定性验证与完备化的良定性验证方法一致),有

‖Tx‖ = lim
n→∞

‖Txn‖ ≤ ‖T‖D(T ) lim
n→∞

‖xn‖ = ‖T‖D(T )‖x‖,

故 T 延拓之后仍有界，且 ‖T‖
D(T )

= ‖T‖D(T ). □

Example 2.5 设 f : [0, 1] → R 为 Borel 可测函数，并对 ∀g ∈ L2[0, 1], 有 fg ∈ L1[0, 1], 我们来证明

f ∈ L2[0, 1].

定义 T : L2[0, 1] → L1[0, 1], g 7→ fg为线性算子，且 D(T ) = L2[0, 1]. 先证 T 为闭算子.

设 gn
∥·∥2−−→ g, Tgn

∥·∥1−−→ h,则存在子列 gnk

a.e.−−→ g, fgnk
= Tgnk

a.e.−−→ h,进而 fg
a.e.
= h. 故为闭算子,

由定理 2.6(1)，有 T 有界，则取 gn = f̄χ|f |≤n ∈ L2[0, 1],则

‖fχ|f |≤n‖22 = ‖fgn‖1 ≤ ‖T‖‖gn‖2.

故 ‖fχ|f |≤n‖2 ≤ ‖T‖ < ∞,进而 ‖f‖2 < ∞.

Proposition 2.6 (Toeplitz-Hellinger)

♠

T : X → Y 线性算子，且 D(T ) = X , S : Y ∗ → X∗线性，且 D(S) = Y ∗.

如果 ∀x ∈ X, f ∈ Y ∗,有 f(Tx) = (Sf)(x),则 T ∈ L(X,Y ), S ∈ L(Y ∗, X∗).

证明 由定理 2.6(1),只需证 T 闭，对 S 同理. 现在设 xn → x, Txn → y,只需证 Tx = y.

∀f ∈ Y ∗,有

f(y) = lim
n→∞

f(Txn) = lim
n→∞

(Sf)(xn) = (Sf)(x) = f(Tx)

由后面将要学习的 Hahn-Banach定理，Y ∗中的元素分离 Y 中的元素，则 y = Tx. □

Corollary 2.2

♥X为H空间，A : X → X线性算子，D(A) = X . 则若 ∀x, y ∈ X, (Ax, y) = (x,Ay),则A ∈ L(X).
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2.3 纲与开映射定理

最后来考虑如下的共鸣定理.

Theorem 2.7 (共鸣定理)

♥
设W ⊆ L(X,Y ),若 R = {x ∈ X : sup

T∈W
‖Tx‖ < ∞}为第二纲集，则 sup

T∈W
‖T‖ < ∞.

证明 定义 p(x) = sup
T∈W

‖Tx‖ ∈ [0,∞]. 对M > 0,取 EM = {x ∈ X : p(x) ≤ M},则 R ⊆ ∪∞
M=1EM .

由 R为第二纲集，则存在 EM 有内点，故 E1有内点. 同样由对称性设 B(0, ε) ⊆ E1. 故

ε sup
T∈W

‖T‖ = sup
T∈W

sup
x∈B(0,ε)

‖Tx‖ = sup
x∈B(0,ε)

sup
T∈W

‖Tx‖ ≤ 1

则 sup
T∈W

‖T‖ < 1
ε . □

Example 2.6我们来说明 L2[0, 1] ⊆ L1[0, 1]是第一纲的.

考虑 gn = nχ[0, 1
n2 ]

, 定义 Tn : L1[0, 1] → K, f 7→
∫ 1
0 fgndt, 则 ‖Tn‖ = n, 则 Tn ∈ L1[0, 1]∗ 且

sup
n
‖Tn‖ = ∞.

由共鸣定理，R = {f ∈ L1[0, 1] : sup
n≥1

‖Tnf‖ < ∞}为第一纲.

又 ∀f ∈ L2[0, 1],有

sup
n≥1

‖Tnf‖ = sup
n≥1

|
∫ 1

0
fgndt| ≤ sup

n≥1
‖f‖2 < ∞

注意其中倒数第二步使用了 Hölder不等式. 则 L2[0, 1] ⊆ R为第一纲的.

类似地可以证明对任意 p > q ≥ 1，有 Lp[0, 1] ⊆ Lq[0, 1]为第一纲集.

Theorem 2.8 (Banach-Steinhaus)

♥

设 Tn ∈ L(X,Y )，满足

(1) sup
n≥1

‖Tn‖ < ∞.

(2)存在稠密子集 D ⊆ X 使得 ∀x ∈ D,Tnx → Tx.

则 T 可以延拓为 X 上有界线性算子，且 ‖T‖ ≤ lim inf
n→∞

‖Tn‖.

证明 对任意 x ∈ X ,令 xn ∈ x, x ∈ D,则定义 Tx = lim
n→∞

Txn.

良定性：首先证明上面的极限确实存在. 这是因为 ‖Txn − Txm‖ ≤ sup
n≥1

‖Tn‖‖xn − xm‖. 再若有

xn → x, x′n → x, xn, x
′
n ∈ X ,仍然考虑 {yn} = {x1, x1, x2, x′2, · · · , }为 Cauchy列，由上 lim

n→∞
Tyn存在，

进而 lim
n→∞

Txn = lim
n→∞

Tx′n.

不难验证 T 线性，且此时显然有 ‖T‖ ≤ lim inf
n→∞

‖Tn‖. □

Remark此时不一定有 lim
n→∞

‖T − Tn‖ = 0.

Example 2.7令 X = C[0, 1],M[0,1] 为 [0,1]上 Borel概率测度的集合，则它的元素对应 X∗ 中的元素：

µ 7→ {Jµ : f 7→
∫ 1
0 fdµ}. 不难发现 Jµ ∈ S(X∗).
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2.3 纲与开映射定理

由于X = C[0, 1]可分，取可数稠密子集 {fm}m≥1. 任取 µn ∈ M[0,1],记 Tn = Jµn，则由 ‖Tn‖ = 1，

存在子列 n1
k 使得 lim

k→∞
Tn1

k
(f1)存在,再同理取 n1

k 的子列 n2
k 使得 lim

k→∞
Tn2

k
(f2)存在，以此类推，利用

对角线论证，存在子列 nl 使得 ∀m ≥ 1, lim
l→∞

Tnl
(fm)存在.

则利用 Banach-Steinhaus定理，可以定义X 上的有界泛函 T ,则由 Riesz表示，存在M[0,1]中的元

素 µ使得 T = Jµ. 进而在 *弱收敛（后面会定义）意义下 µnl
→ µ. 故M[0,1]在 *弱拓扑下是列紧的.

事实上M[0,1]在 *弱拓扑下是度量空间：µn → µ ⇐⇒ ∀m, lim
n→∞

∫
fmdµn =

∫
fmdµ ⇐⇒ ρ(µn, µ) →

0. 其中 ρ(µ, ν) =
∞∑
n=1

|
∫
fmdµ−

∫
fmdν|

2m(1+∥fm∥∞) .

可以验证 ρ是一个度量，则它诱导的拓扑与 *弱拓扑一致. 则有度量空间中列紧性等价于紧性，有

M[0,1]在 *弱拓扑下是紧的！
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2.4 Hahn-Banach定理

2.4 Hahn-Banach定理

先来考虑如下的问题：X为B空间，是否有X∗中的元素分离点？即，∀x 6= y,存在 f ∈ X∗, f(x) 6=

f(y)?

则令 x0 = x − y 6= 0, 只用找 f ∈ X∗ 使得 f(x0) 6= 0. 考虑 X0 = {λx0 : λ ∈ K}, 定义 f0 ∈

X∗
0 , λx0 7→ λ. 故只要存在 f ∈ X∗为 f0的延拓则问题解决.

再来考虑M ⊆ X闭子空间，x0 /∈ M ,希望找 f 使得 f(M) = 0, f(x0) = d(x0,M) = d0,且 ‖f‖ = 1.

我们考虑X0 = {λx0+x : λ ∈ K,x ∈ M}，并定义 f0 : X0 → K,λx0+x 7→ λd0,则有 f0(x0) = d0,

且

‖f0‖ = sup
λ∈K,x∈M

|λd0|
‖λx0 + x‖

= sup
z∈M

d0
‖x0 + z‖

= 1.

同样地，如果存在 f ∈ X∗为 f0的延拓，则问题得以解决. 进而我们希望解决延拓问题.

Theorem 2.9 (Hahn-Banach定理)

♥X 为 B 空间，X0 ⊆ X 为子空间，且 f0 ∈ X∗
0 ,则存在 f ∈ X∗,使得 f |X0 = f0, ‖f‖ = ‖f0‖.

证明 我们转而证明命题 (*): 对 X 为实线性空间，X0 为线性子空间，f0 : X0 → R 为线性泛函，

p : X → R 为次线性泛函，满足 ∀x ∈ X0, f0(x) ≤ p(x). 则存在 f : X → R 为线性泛函，使得

f |X0 = f0,且 ∀x ∈ X, f(x) ≤ p(x).

首先说明命题 (*)可以推出实情形的 Hahn-Banach定理：对 f0 ∈ X∗
0 ,定义 p(x) = ‖f0‖‖x‖为 X0

上的次线性泛函，则由命题 (*),存在 f 为 X 上的实线性泛函，使得 f |X0 = f0, f(x) ≤ p(x). 则 f 为想

要的延拓.

对于复情形有类似的命题 (*),但需要将次线性泛函换成半模. 事实上命题 (*)可以推出复情形下的

结果：设 f : X0 → C为被半模 p控制的线性泛函，则 Ref0 : X0 → R为被 p控制的线性泛函，则由命

题 (*)存在 g : X → R为线性泛函，使得 g|X0 = f0, g(x) ≤ p(x)(∀x ∈ X).

可以验证 f(z) = g(z)− ig(iz)为复线性泛函，满足 f |X0 = f0, |f(z)| ≤ p(z)(∀z ∈ X),故复情形的

命题得证. 同理可以验证它可以推出复情形的 Hahn-Banach定理.

故现在只需证明命题 (*).

考虑 F = {(Y, fY ) : X0 ⊆ Y ⊆ X线性子空间, fY实线性泛函，且fY (x) ≤ p(x)(∀x ∈ Y ), fY |X0 =

f0}. 并设 (Y1, fY1) ≤ (Y2, fY2) ⇐⇒ Y1 ⊆ Y2且 (fY2)|Y1 = fY1 ,则 F 关于 ≤成为一个偏序集.

任取一个全序子集 {(Yi, fYi) : i ∈ I}, 取 Y = ∪i∈IYi 且 f(y) = fYi(y)(∀y ∈ Yi). 则 f(y) ≤

p(y)(∀y ∈ Y ),可知 (Y, fY )为该全序子集的上界. 则由 Zorn引理，F 有极大元 (W, fW ).

若W 6= X ,对 x1 ∈ X−W,X1 = {λx1+x0 : λ ∈ R, x0 ∈ W}，则由归纳假设，若能找到 x1 ∈ X−W
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2.4 Hahn-Banach定理

使得存在 f1 : X1 → R为线性泛函，使得

(1): f1|W = fW .

(2): f1(z) ≤ p(z), ∀z ∈ X1.

则 (X1, f1) ∈ F 且 (W, fW ) ≤ (X1, f1),与 (W, fW )为极大元矛盾！则W = X ,进而得证.

故只需要找符合上述的 x1 ∈ X −W . 注意到条件 (1)等价于 f1(λx1 + x0) = λf1(x1) + fW (x0),在

此基础上条件 (2)等价于 λf1(x1) + fW (x0) ≤ p(λx1 + x0).

则 λ > 0时，等价于 f1(x1) + fW (x0
λ ≤ p(x1 +

x0
λ ),即等价于

f1(x1) ≤ inf
z+0 ∈W

(p(x1 + z+0 )− fW (z+0 ).

类似地，λ < 0时等价于

f1(x1) ≥ sup
z−0 ∈W

fW (z−0 )− p(−x1 + z−0 ).

则 x1的存在性等价于

sup
z−0 ∈W

fW (z−0 )− p(−x1 + z−0 ) ≤ inf
z+0 ∈W

(p(x1 + z+0 )− fW (z+0 ).

由于对任意 z−0 , z
+
0 ∈ W

fW (z−0 + z+0 ) ≤ p(z−0 + z+0 ) ≤ p(x1 + z+0 ) + p(−x1 + z−0 ).

故上式显然成立. 则得证. □

进而本节引入的两个问题得以解决.

Corollary 2.3

♥

(1) X 为 B 空间，有 X∗中的元素分离点. 即，∀x 6= y,存在 f ∈ X∗, f(x) 6= f(y).

(2)X为B空间，M ⊆ X闭子空间，x0 /∈ M ,则存在 f : X → R使得 f(M) = 0, f(x0) = d(x0,M),

且 ‖f‖ = 1. 特别地，对 x0 6= 0,存在 f ∈ X∗使得 ‖f‖ = 1, f(x0) = ‖x0‖.

下面考虑 Hahn-Banach定理的几何形式.

Definition 2.4

♣

对线性空间 X , 子空间 M ⊆ X 称为极大线性子空间，若对任意真包含 M 的 X 的线性子空间

M1，都有M1 = X . 极大线性子空间的平移 L = x0 +M 称为超平面.

Remark M ⊆ X 为极大线性子空间⇐⇒ ∀x ∈ X −M ,有 X = {λx : λ ∈ K} ⊕M . 则由此不难验证对

任意线性泛函 f ,有 N(f) = {x ∈ X : f(x) = 0}为极大线性子空间.

30



2.4 Hahn-Banach定理

Proposition 2.7

♠

L为 (闭)线性，则 L为 (闭)超平面⇐⇒存在 f 为线性泛函 (f ∈ X∗)使得 L = Hr
f = {x ∈ X :

f(x) = r}.

证明 ⇐: M = H0
f 为 (闭)线性子空间，则 L = M + x0为 (闭)超平面，其中 f(x0) = r.

⇒:设L = x0+M ,其中M为极大线性子空间，则定义 f : X → R, λx0+y 7→ λ,其中 λ ∈ R, y ∈ M .

则 f 为所求. □

现在对于 B 空间中的不交 (闭)凸集，是否可以用 (闭)超平面分离？

Lemma 2.1

♥

设 A ⊆ X 为 B 空间中凸集，且有内点，则任取 y0 /∈ A,存在非零泛函 f ∈ X∗ 使得 L = Hc
f 分

离 A和 y0. 此外，若 ρ(y0, A) > 0,则可以除去 A无内点的条件，且此时为严格分离.

证明 不妨 0 ∈ Int(A),则 pA(x)为次线性泛函，且 pA(y0) ≥ 1,在 ρ(y0, A) > 0时取严格不等号.

对X0 = {λy0 : λ ∈ R},定义 f(λy0) = λc,其中 c = pA(y0)+1
2 ,则 f ≤ pA,进而由 Hahn-Banach定理，

存在 f 为 X 上实线性泛函，使得 f |X0 = f0且 f ≤ pA.

又由于 0为内点，故 pA有界，则 f 有界，且满足 f(y0) = c, f(x) ≤ pA(x) ≤ 1(x ∈ A). 则 f 为所

求. □

Example 2.8对 X = l2, A = {x 6= 0 : 只有有限个xi非零}为凸线性子空间，且无内点. 再令 B = {0},

则 A,B 不能用闭超平面分离！

否则设 f ∈ X∗ − {0},满足 f(A) ≥ 0,由于 Ā = l2,则有 f(l2) ≥ 0,只能 f = 0,矛盾！

则可以证明如下的凸集分离定理.

Theorem 2.10 (凸集分离)

♥

A,B 为 B 空间 X 中的不交凸子集，则

(1)若 A或 B 有内点，则存在 f ∈ X∗ − {0}分离 A,B.

(2)若 ρ(A,B) > 0,则存在 f ∈ X∗ − {0}严格分离 A,B.

证明 (1)令 E = A−B为凸集，则 E有内点，且 y0 = 0 /∈ E,则由上面的引理，可以用 f ∈ X∗ − {0}

分离 E 和 y0,则此时

0 = f(y0) ≤ inf x ∈ Ef(x) = inf
x1∈A,x2∈B

f(x1)− f(x2).

故 f 分离 A和 B.

(2)与 (1)类似，在此省略. □

最后来看几个具体的应用.
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Definition 2.5

♣

对 B 空间 X,Y ,映射 f : X → Y 称为在 x0 ∈ X 可微，是指存在 L ∈ X∗,使得

lim
∆x→0

‖f(x0 +∆x)− f(x0)− L∆x‖
‖∆‖

→ 0.

此时称 f ′(x0) = L.

Theorem 2.11 (拟微分中值定理)

♥
设 f : (0, 1) → X连续可微，0 < b < a < 1,则存在 θ ∈ [0, 1]使得 ‖f(a)−f(b)

a−b ‖ ≤ ‖f ′(θa+(1−θ)b)‖.

证明 设 z = f(a)− f(b),则由 Hahn-Banach定理的推论，存在 g ∈ X∗使得 ‖g‖ = 1, g(z) = ‖z‖.

则由常规的微分中值定理，存在 θ ∈ [0, 1]使得

‖f(a)− f(b)

a− b
‖ =

g(f(a))− g(f(b))

a− b
= (g ◦ f)′(θa+ (1− θ)b) ≤ ‖g‖‖f ′(θa+ (1− θ)b)‖.

故得证. □

Definition 2.6

♣

设 X 为 B 空间，对 f : X → R为凸函数，∀x0 ∈ X ,定义 f 在 x0处的次微分为

∂f(x0) = {g ∈ X∗ : g(x)− g(x0) ≤ f(x)− f(x0), ∀x ∈ X

.

Remark f : X → R凸等价于它的上方集 epi(f) = {(x, δ) ∈ X × R : δ ≥ f(x)}是凸集.

Example 2.9若 f在 x0可微，则 f(x0+∆x)−f(x0) = f ′(x0)(∆x)+O(∆x),进而若 g ∈ ∂f(x0), g(∆x) ≤

f ′(x0)(∆x) +O(∆x).

此时只能 g = f ′(x0),故此时次微分唯一，即 f ′(x0). 但反之不成立：若 ∂f(x0)为独点集，f ′(x0)

也可能不存在.

Theorem 2.12

♥若 X 为 B 空间，f : X → R为凸函数, f 在 x0处连续，则 ∂f(x0) 6= ∅.

证明 首先注意若 Y, Z 为 B 空间，则 Y × Z 为 B 空间，且 (Y × Z)∗ = Y ∗ × Z∗(自行验证！).

取 f 的上方集 A = epi(f) ⊆ X × R,则由于 x0 处连续，有 z0 = (x0, f(x0)) /∈ Int(A). 则由凸集分

离，存在 H ∈ (X × R)∗非零,使得 H(x0, f(x0)) ≤ H(x, δ), ∀(x, δ) ∈ A.

则设 H(x, s) = h(x) + ξs, h ∈ X∗, ξ ∈ R,进而取 x = x0, δ = f(x) + t, t > 0,有

h(x0) + ξf(x0) ≤ h(x0) + ξ(f(x0) + t).

故 ξ ≥ 0.
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若 ξ = 0,则 ∀x ∈ X,h(x0) ≤ h(x),则只能 h(x) = 0,矛盾！则只能 ξ > 0，此时有

−h(x)

ξ
+

h(x0)

ξ
≤ f(x)− f(x0) + t.

令 g(x) = −h(x)
ξ ∈ X∗，则在上式中令 t → 0有 g ∈ ∂f(x0). □
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2.5 共轭空间与弱收敛

定义 φ : X → X∗∗, x 7→ {φ(x) : f 7→ f(x)},则有 φ为线性映射，D(φ) = x,且有

‖φ(x)‖ = sup
f∈X∗−{0}

f(x)

‖f‖
= sup

∥f∥=1
|f(x)| = ‖x‖.

其中最后一步用到了 Hahn-Banach定理的推论.

故 φ为等距嵌入.

Definition 2.7

♣对 B 空间 X ,若 φ是满射，则称 X 是自反的.

Example 2.10 X = Lp[0, 1](1 ≤ p < ∞),则对 1
p + 1

q = 1,任意 g ∈ Lq[0, 1]对应 Tg : f 7→
∫ 1
0 fgdt. 故

Lq[0, 1] ⊆ (Lp[0, 1])∗.

另一方面，任意 T ∈ (Lp[0, 1])∗,对任意E为 Borel可测集，定义 ν(E) = T (χE). 则可以验证 ν是一

个Borel测度，且 ν � m. 则由Radon-Nikodym定理，存在 g ∈ L1[0, 1]，使得 T (1E) = ν(E) =
∫ 1
0 1Egdt.

进而对任何 step function f ,有 T (f) =
∫ 1
0 fgdt. 再利用逼近，有任意 f ∈ Lp[0, 1], T (f) =

∫ 1
0 fgdt.

则只需证 g ∈ Lq[0, 1].

若 1 < p < ∞，则令 BN = {x : |g(x)| ≤ N}, fN = gχBN
|g|q−2,则

|fN |p = χBN
|g|(q−1)p ≤ N q ⇒ fN ∈ Lp[0, 1].

进而 T (fN ) =
∫
BN

|g|qdt. 另一方面

T (fN ) ≤ ‖T‖‖fN‖p = ‖T‖(
∫
BN

|g|q)
1
p .

则 (
∫
BN

|g|qdt)
1
q ≤ ‖T‖. 令 N → ∞有 g ∈ Lq[0, 1].

p = 1的情形类似，在此省略，进而我们证明了对 1 ≤ p < ∞，有 (Lp[0, 1])∗ = Lq[0, 1].

但 (L∞[0, 1])∗ 6= L1[0, 1]: 因为 L∞[0, 1]不可分，L1[0, 1]可分，由 Banach定理（后面将证明），若

X∗可分，则 X 可分.

故可知 Lp[0, 1](1 < p < ∞)自反，但 L1[0, 1]不自反.

Example 2.11对 X = C[0, 1],有

(C[0, 1])∗ = X∗ = V0[0, 1] = {g : [0, 1] → R : g(0) = 0, g右连续,且
1∨
0

g < ∞}.

其中 g对应 Tg : f 7→
∫ 1
0 fdg.

对 [0, 1]可以推广的紧度量空间M ,进而推广到紧 Hausdorff空间M：对紧 Hausdorff空间M ,可知

C(M)∗ = {µ : µ为M上复测度},其中 µ对应 T : f 7→
∫
fdµ.

对 Hilbert空间 X , 由 Riesz表示定理可知 X 是自反的. 考虑 Φ : X∗ → X, f 7→ yf , 其中 yf 满足
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f(x) = (x, yf ). 则 Φ是共轭线性映射.

再回忆 T ∈ L(X)，我们定义了 T ∗ ∈ L(x),满足 (Tx, y) = (x, T ∗ y), ∀x, y ∈ X . 注意到此时 T ∗也

可以视为 X∗ → X∗的映射，满足如下的交换图表.

X∗ X

X∗ X

Φ

T ∗ T ∗

Φ−1

再对一般的 B 空间 X,Y ,设 T ∈ L(X,Y ),则可以定义 T ∗ : Y ∗ → X∗, g 7→ {T ∗ g : x 7→ g(Tx)}.

则首先 ‖T ∗ g‖ ≤ ‖T‖‖g‖,有 ‖T ∗‖ ≤ ‖T‖.

另一方面，任取 x ∈ X ,利用 Hahn-Banach定理，存在 g ∈ Y ∗, ‖g‖ = 1,且 g(Tx) = ‖Txx‖. 则

‖Tx‖ = ‖g(Tx)‖ = ‖(T ∗g)x‖ ≤ ‖T ∗‖‖g‖‖x‖ = ‖T ∗‖‖x‖.

进而 ‖T‖ ≤ ‖T ∗‖. 故 ‖T‖ = ‖T ∗‖.

故有等距嵌入 ∗ : L(X,Y ) → L(Y ∗, X∗).

当 X,Y 自反时，记 U : X → X∗∗, V : Y → Y ∗∗为典范嵌入，则考虑

X Y

X∗ Y ∗

X∗∗ Y ∗∗

T

U V
T ∗

T ∗∗

这是一个交换图表：∀x ∈ X, g ∈ Y ∗,有

(V ◦ T (x))(g) = g(Tx) = (T ∗g)(x) = (U(x))(T ∗g) = (T ∗∗ ◦ U(x))(g).

进而有

L(X,Y )
h1
↪→ L(Y ∗, X∗)

h2
↪→ L(X∗∗, Y ∗∗).

则由上面的讨论，h1, h2为单射，h2 ◦ h1为满射，则 h1为满射.

Example 2.12对 A : Rn → Rn为矩阵乘法，则 A∗ = AT . 复情形时 A∗ = AH .

Example 2.13 X = L2[0, 1],一组基为 {en}∞n=1,有X∗ = X , {en}也视为X∗的基. 设 T ∈ L(X), T (en) =
∞∑

m=1
Cn,mem.

则设 T ∗(en) =
∞∑

m=1
C∗
n,mem,有

C∗
n,m = (T ∗en, em) = (en, T em) = Cm,n.

则可以确定 T ∗.
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Example 2.14对K ∈ L2([0, 1]2),定义 TK : L2[0, 1] → L2[0, 1], f 7→ {Tk(f) : x 7→
∫ 1
0 K(x, y)f(y)dy.则

(f, T ∗
k g) = (Tkf, g) =

∫ 1

0
Tk(f)(x)g(x)dx =

∫ 1

0

∫ 1

0
K(x, y)f(y)g(x)dxdy =

∫ 1

0
f(y)

∫ 1

0
K(x, y)g(x)dxdy.

则 T ∗
k (g)(y) =

∫ 1
0 K(x, y)g(x)dx.

下面讨论弱收敛与弱 *收敛的概念.

Definition 2.8

♣X 为 B 空间，称 xn弱收敛到 x,记为 xn ⇀ x,若 ∀f ∈ X∗, f(xn) → f(x).

Example 2.15 X = L2[0, 1],令 en = e2πit ∈ X，它没有收敛子列，但任意 g ∈ L2[0, 1] = X∗，‖g‖22 =∑
n∈Z

|(en, g)|2 < ∞,则 (en, g) → 0,即 en ⇀ 0.

Theorem 2.13 (Banach)

♥对 X 为 B 空间，若 X∗可分，则 X 可分.

证明 定义单位球面 ∂S(X∗) = {g ∈ X∗ : ‖g‖ = 1}, 则对 X∗ 的可数稠密子集 {fn}n∈N, 有 {gn =

fn
∥fn∥}n∈N为 ∂S(X∗)的可数稠密子集，进而它也可数.

取 xm ∈ X ,使得 ‖xm‖ = 1, gm(xm) > 1
2 . 并令 X0 = span{xm},我们只需证 X0 = X .

否则若存在 x0 /∈ X0,则由 Hahn-Banach定理的推论，存在 g ∈ ∂S(X∗),使得 g(x0) = d(x0, X0) >

0, g(X0) = 0. 又由于 {gm}稠密，取 ‖gm − g‖ < 1
4 .

但另一方面 ‖gm − g‖ ≥ ‖gm(xm)− g(xm)‖ > 1
2 ,矛盾！ □

Theorem 2.14 (Pettis)

♥自反空间的闭子空间自反.

证明 设X0为自反空间X的闭子空间，则定义 T : X∗ → X∗
0 , f 7→ f |X0 为限制映射，则有 T ∗ : X∗∗

0 →

X∗∗, F0 7→ {T ∗F0 : f 7→ F0(Tf)}.

则由 X 自反，存在 x0 ∈ X ,使得 ∀f ∈ X∗, (T ∗F0)(f) = f(x0). 若 x0 /∈ X0,则由 Hahn-Banach定

理的推论，存在 f̃ ∈ X∗, ‖f̃‖ = 1,且 f̃(x0) = d > 0, f̃(X0) = 0,进而 T f̃ = 0. 则

f̃(x0) = (T ∗F0)(f̃) = F0(T f̃) = 0.

与 f̃ > 0矛盾！

故 x0 ∈ X0,则任意 g ∈ X∗
0 ,仍然由 Hahn-Banach定理，存在 g̃ ∈ X∗使得 T g̃ = g. 则

g(x0) = g̃(x0) = (T ∗F0)(g̃) = F0(T g̃) = F0(g).

即 ∀g ∈ X∗
0 , F0(g) = g(x0),则 X0自反. □
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2.5 共轭空间与弱收敛

由此我们来证明下面的紧性定理.

Theorem 2.15 (Eberlein-Smulian)

♥自反空间 X 的单位 (闭)球是弱 (自)列紧的.

证明 任取 {xn} ∈ S(X),取X0 = span{xn}为X 的闭子空间，则由 Pettis定理，X0自反. 且显然它可

分，则 X∗∗
0 可分，故由 Banach定理，X∗

0 可分. 设其可数稠密子集为 {gm}∞m=1.

则首先取 xn的子列 x1nk
使得 g1(x

1
nk
)收敛，再取 x1nk

的子列 x2nk
使得 g2(x

2
nk
)收敛，以此类推，通

过对角线论证，存在子列 xnk
使得 gm(xnk

)对任意m ≥ 1收敛.

利用 X0 自反，存在 hnk
∈ X∗∗

0 使得 g(xnk
) = hnk

(g), ∀g ∈ X∗
0 ,进而对任意 m ≥ 1, lim

k→∞
hnk

(gm)

存在，记为 h(gm). 则由 Banach-Steinhaus定理，存在 h ∈ X∗∗
0 使得 lim

k→∞
hnk

(g) = h(g), ∀g ∈ X∗
0 .

再次由 X0自反，存在 x0 ∈ X0对应 h ∈ X∗∗
0 ,则 lim

k→∞
g(xnk

) = g(x0), ∀g ∈ X∗
0 .

故总而言之，存在子列 xnk
⇀ x0 in X0. 则任意 f ∈ X∗,令 g = f |X0 ∈ X∗

0 ,则

lim
k→∞

f(xnk
) = lim

k→∞
g(xnk

) = g(x0) = f(x0).

则 xnk
⇀ x in X . □

Definition 2.9

♣

对 B 空间 X ,设 fn ∈ X∗*弱收敛于 f ∈ X∗,记为 ω − lim
n→∞

fn = f ,是指 ∀x ∈ X, lim
n→∞

fn(x) =

f(x).

Remark可以利用基 B(g;x1, · · · , xn; ε) = {f ∈ X∗ : max
1≤i≤m

|f(xi)− g(xi)| < ε}来刻画 *弱拓扑，并可

以用任意网都有收敛子网来刻画 *弱紧性.

则显然 X∗中的弱收敛可以推出 *弱收敛，若 X 自反，则反过来也成立.

Example 2.16设 X = C[0, 1],取其稠密子集 {fn}∞n=1,则由 Banach-Steinhaus定理，

ω − lim
n→∞

Jn = J ∈ X∗ ⇐⇒ ∀m ≥ 1, Jn(fm) → J(fm).

则再次定义 X∗上的度量 ρ(J, J ′) =
∞∑

m=1

|J(fm)−J ′(fm)|
2m(1+∥fm∥∞ ,有 ω − lim

n→∞
Jn = J ⇐⇒ Jn

ρ−→ J .

在单位闭球 S(X∗)中，由对角线原理，S(X∗)列紧，进而由为度量空间，有 (S(X∗), ρ)紧.

此外由上可知若 X 可分，则 S(X∗)是 *弱自列紧的.

Example 2.17设 S : M = [0, 1] → M 的连续满射，‖S‖ = 1,则它诱导了 C(M)上的线性算子 T : X →

X, f 7→ f ◦ S. 我们知道

∂+S(X
∗) = {J ∈ X∗ : ‖J‖ = 1, J ≥ 0, J(1) = 1} = M(M).

其中M为M 上的 Borel概率测度. ∂+S(X∗)为 S(X∗)为关于 ρ的闭凸子集，故也在 *弱收敛下是紧
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的。

可以定义 T ∗ : ∂+S(X
∗) → ∂+S(X

∗), J 7→ {T ∗J : f 7→ J(Tf) = J(f ◦ S)}. 断言：存在 J ∈

∂+S(X
∗)使得 T ∗J = J! (比较 Scahuder定理)

任取 J0 ∈ ∂+S(X
∗),定义 Jn+1 = T ∗Jn,定义 J̃N = 1

N

N∑
n=1

Jn,则由 (∂+S(X
∗), ρ)紧，存在收敛子

列 J̃Ni

ρ−→ J ∈ ∂+S(X
∗). 则

(T ∗J)(f) = J(f ◦ S) = lim
i→∞

J̃Ni(f ◦ S).

注意到

J̃Ni(f) =
1

Ni

Ni∑
n=1

(T ∗)nJ0(f) =
1

Ni

Ni∑
n=1

J0(f ◦ Sn).

进而

J̃Ni(f)− J̃Ni(f ◦ S) = 1

Ni
(J0(f ◦ Sn+1)− J0(f)) → 0.

其中中间的求和项被消掉了. 则 (T ∗J)(f) = Jf ,即 T ∗J = J .

事实上，对一般的M 为紧 Hausdorff空间也有类似的结果.

最后定义算子的收敛.

Definition 2.10

♣

对 B∗空间 X,Y ,以及 Tn, T ∈ L(X,Y ).

(1)若 ‖Tn − T‖ → 0,则称 Tn一致收敛到 T ,记为 Tn
→→ T .

(2)若 ∀x ∈ X, ‖Tnx− Tx‖ → 0,则称 Tn强收敛到 T ,记为 Tn → T .

(3)若 ∀x ∈ X, y ∈ Y ∗, lim
n→∞

f(Tnx) = f(Tx),则称 Tn弱收敛到 T ,记为 Tn ⇀ T .

Example 2.18显然一致收敛⇒强收敛⇒弱收敛. 但反之不成立!

(1) X = Y = l2, T : X → X, (x1, x2, · · · ) 7→ (x2, x3, · · · ),定义 Tn = Tn,则 ‖Tnen+1‖ = ‖e1‖,进而

‖Tn‖ ≥ 1，故不一致收敛到 0.

但 ∀x ∈ l2, ‖Tnx‖ =

√
∞∑
i=1

|xn+i|2 → 0,故 Tn强收敛到 0.

(2) X = Y = l2, S : X → X, (x1, x2, · · · ) 7→ (0, x1, x2, · · · ),定义 Sn = Sn,则 ‖Snx‖ = ‖x‖,进而不

强收敛到 0.

但任意 f = (y1, y2, · · · ) ∈ (l2)∗ = l2,有

|〈f, Snx〉| = |
∞∑
i=1

yi+nxi| ≤ ‖x‖

√√√√ ∞∑
i=1

y2n+i → 0.

则 Sn弱收敛到 0.
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2.6 线性算子的谱

Definition 2.11

♣

对 B 空间 X 上的闭算子 T : X → X ,则对 λ ∈ C，

(1) λ称为正则值，若 (λI − T )为单射，且 R(λI − T ) = X，(λI − T )−1 ∈ L(X). 正则值的集合

记作 ρ(T ).

(2) λ称为属于点谱σp(T )，若 λI − T 不为单射，即 λ为 T 的特征增值.

(3) λ称为属于连续谱σc(T ),若 λI − T 是单射，但 R(λI − T ) ⊊ X ,且 R(λI − T ) = X .

(4) λ称为属于剩余谱σr(T ),若 λI − T 是单射，且 R(λI − T ) 6= X .

后面三种情况统称为谱，谱集为 σ(T ) = σp(T ) ∪ σr(T ) ∪ σc(T ).

Example 2.19当 X 有限维时，有 C = ρ(T ) ∪ σp(T ).

Example 2.20对 X = l2,任意 A ⊆ C为非空有界闭集，则 A有可数稠密子集 {λi}∞i=1.

定义 T : X → X, (xi) 7→ (λixi),则 ‖T‖ ≤ sup
i≥1

|λi|,进而 T ∈ L(l2).

若 λ /∈ A,则 d = d(λ,A) > 0，此时显然 (λI − T )是单射. 任取 y = (yi) ∈ l2,则取 x = ( yi
λ−λi

),有√√√√ ∞∑
i=1

(
yi

λ− λi
)2 ≤ [

∞∑
i=1

|yi|2 ·
∞∑
i=1

(
1

λ− λi
)2]

1
2 ≤ ‖y‖1

d
.

进而 x ∈ l2,且 (λI − T )−1 ∈ L(X),进而 λ ∈ ρ(T ).

若 λ = λi,则 (λI − T )ei = 0,故 λ ∈ σp(T ).

后面将会证明 σ(T )为闭集，则只能 σ(T ) = A.

Example 2.21设 X = C[0, 1]或 L2[0, 1]. 定义 T : X → X, f 7→ {T : t 7→ tf(t)}. 则显然 λI − T 为单射，

σp(T ) = ∅.

若 λ /∈ [0, 1]，则任意 g ∈ X ,定义 f(t) = g(t)
λ−t ∈ X ,且 (λI − T )f = g,进而 R(λI − T ) = X ,故

λ ∈ ρ(T ).

若 λ ∈ [0, 1]，(1)若 X = C[0, 1],若对 g ∈ X , f(t) = g(t)
λ−t ∈ X ,则只能 g(λ) = 0,故 R(λI − T ) ⊆

{g ∈ C[0, 1] : g(λ) = 0},后者是闭集，故

R(λI − T ) ⊆ {g ∈ C[0, 1] : g(λ) = 0} ⊊ X.

故 λ ∈ σr(T ). 则 ρ(T ) = C− [0, 1], σr(T ) = [0, 1].

(2)若 X = L2[0, 1],首先 1 /∈ R(λI − T ),故 λ /∈ ρ(T ). 且对任意 g ∈ X，定义

fn(t) =


g(t)
λ−t |λ− t| ≥ 1

n

0 |λ− t| < 1
n

39



2.6 线性算子的谱

则

(λI − T )fn = gn =


g(t) |λ− t| ≥ 1

n

0 |λ− t| < 1
n

进而 gn ∈ R(λI −T ),且 gn
L2

−→ g,故R(λI − T ) = X , λ ∈ σc(T ).则有 ρ(T ) = C− [0, 1], σc(T ) = [0, 1].

Example 2.22 X = L2[0, 1],则定义

T : x → X, f =
∑
n∈Z

cne
2πint 7→ Tf =

∑
n∈Z

−(2πn)2cne
2πint.

则 D(f) = {
∑
n∈Z

cne
2πint :

∑
n∈Z

|cn|2 < ∞,
∑
n∈Z

n4|cn|2 < ∞}. 可以验证 T 是闭算子.

若 λ = (2πn)2,则 T sin(2πnt) = −(2πn)2 sin(2πnt),故 λ ∈ σp(T ).

若 λ /∈ A = {(2πn)2 : n ∈ Z}, 则令 d = d(λ,A) > 0, 此时容易验证 (λI − T ) 为单射，且对

g =
∑
n∈Z

dne
2πint,若 (λI − T )f = g,则

f =
∑
n∈Z

dn
λ− (2πn)2

e2πint.

只需验证 f ∈ D(T ). 这是因为 ∑
n∈Z

|d2n|
(λ− (2πn)2)2

≤ 1

d2

∑
n∈Z

|dn|2 < ∞.

∑
n∈Z

n4 |d2n|
(λ− (2πn)2)2

∼
∑
n∈Z

|dn|2 < ∞.

故 (λI − T )为满射，故 ρ(T ) = C−A, σ(T ) = σp(T ) = A.

下面来研究一般的谱集的结构.

Theorem 2.16

♥

对 B 空间 X , T ∈ L(X),则

(1) σ(T ) ⊆ C为非空有界闭集.

(2)(Gelfand公式) rσ(T ) = sup
λ∈σ(T )

|λ| = inf
n≥1

‖Tn‖
1
n = lim

n→∞
‖Tn‖

1
n < ∞.

证明 (1)首先证明 σ(T )有界. 对 |λ| > ‖T‖,考虑 λI − T = λ(I − S),其中 S = 1
λT, ‖S‖ < 1. 故考虑

{Sn =
n∑

k=0

Sk},它是 Cauchy列；

‖Sn+p − Sn‖ ≤
∞∑

k=n+1

‖Sk‖ → 0.

则可以定义极限为
∞∑
n=0

Sn = lim
n→∞

Sn,不难有它为 (I − S)的逆. 故 I − S可逆，有 σ ∈ ρ(T ). (注意到我

们证明了如下命题：若 ‖S‖ < 1，则 (I + S)可逆.)

再证明 ρ(T ) 是开集. 若 λ0 ∈ ρ(T ), 则记 Rλ0(T ) = (λ0I − T )−1. 当 |λ − λ0| 充分小时，对 S =
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2.6 线性算子的谱

(λ− λ0)Rλ0(T ),有 ‖S‖ < 1. 注意到

λI − T = λ0I − T + (λ− λ0)I = (λ0I − T )(I + S).(∗)

由于 (λ0I − T )和 I + S 都可逆，有 λI − T 可逆，进而 λ ∈ ρ(T ).

再证明 σ(T )非空. 考虑 R : ρ(T ) → L(X), λ 7→ Rλ(T ) = (λI − T )−1，是解析映射 (处处可微称为

解析，可微在之前定义过): 当 λ0 ∈ ρ(T )且 |λ− λ0|充分小时，由 (*)有

Rλ(T ) = (I +
∞∑
n=1

(−1)n(λ− λ0)
nRλ0(T ))Rλ0(T ).

则此时
Rλ(T )−Rλ0(T )

λ− λ0
=

∞∑
n=1

(−1)n(λ− λ0)
nRλ0(T ).

极限存在，故解析. 注意到当 |λ| > ‖T‖时，有

Rλ(T ) = λ−1(I − T

λ
)−1 =

∞∑
n=0

Tn

λn+1
.

进而

‖Rλ(T )‖ ≤ 1

|λ|
1

1− ∥T∥
|λ|

=
1

|λ| − ‖T‖
→ 0, |λ| → ∞.

若 σ(T ) = ∅,有 ρ(T ) = C，则 R : C → L(X)有界.

我们说明如下的类似 Liouville 定理：对 B 空间 Y , 若 φ : C → Y 有界解析，则它为常值. 这是

因为对任意 f ∈ Y ∗, f ◦ C → C 为解析有界函数，则由经典的 Liouville 定理可知它为常值，又由于

Hahn-Banach定理的推论，Y ∗可以分离 Y 中的点，故 φ为常值.

则有 ∀λ ∈ C，有 Rλ(T )均相同，显然矛盾！故 σ(T ) 6= ∅.

(2) 再证明 Gelfand 公式. 首先注意到 an = ‖Tn‖
1
n 是次可加序列，则由数学分析中的练习可知

lim
n→∞

an存在，且等于 inf
n≥1

an.

再考虑 |λ| > ‖T‖时，有 λ ∈ ρ(T ),进而 rσ(T ) ≤ ‖T‖，则 rσ(T
n) ≤ ‖Tn‖.

若 λn ∈ ρ(Tn),则 λnI−Tn = (λI−T )◦P = P ◦(λI−T )可逆，其中 P = λn−1+λn−2T + · · ·+Tn,

进而有 λI − T 可逆（为什么？）, λ ∈ ρ(T ). 则 (rσ(T ))
n ≤ rσ(T

n),即 rσ(T ) ≤ ‖Tn‖
1
n .

另一方面，仍然考虑 R : {λ ∈ C : |λ| > rσ(T )} → L(X). 任取 f ∈ (L(X))∗,有 f ◦ R解析，回忆

R(T ) =
∞∑
n=0

Tn

λn+1，则有 f ◦R(T ) =
∞∑
n=0

f(Tn)
λn+1 .

进而对任意 f ∈ (L(X))∗, ε > 0, 有 { f(Tn)
(rσ(T )+ε)n+1 }n≥1 有界. 则固定 ε > 0, 定义 Tn : (L(X))∗ →

R, f 7→ f(Tn)
(rσ(T )+ε)n+1 ,进而对任意 f ∈ (L(X))∗, Tn(f)(n ≥ 1)有界，则共鸣定理给出

sup
n≥0

‖Tn‖ = sup
n≥0

‖ Tn

(rσ(T ) + ε)n+1
‖.

进而 lim sup
n→∞

‖Tn‖
1
n ≤ rσ(T ) + ε,令 ε → 0,并结合一开始的观察有 lim

n→∞
‖Tn‖

1
n ≤ rσ(T ). 故得证. □
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2.6 线性算子的谱

可以进一步分析自伴算子的谱集结构.

Proposition 2.8

♠X 为 H 空间，T ∈ L(X)为自伴算子，则 σ(T ) ⊆ R, σr(T ) = ∅.

证明 先对任意 λ = a+ ib,其中 |b| 6= 0. 考虑

((λI − T )x, (λI − T )x) =((aI − T )x+ ibx, (aI − T )x+ ibx)

= ‖(aI − T )x‖2 + |b|2‖x‖2 + ((aI − T )x, ibx) + (ibx, (aI − T )x)

≥ |b|2‖x‖2.

即 ‖λI − Tx‖ ≥ |b|‖x‖.由 b 6= 0,有 λI − T 为单射.

再来证 λI − T 是满的，一般的办法是分为如下两步：

(1) R(λI − T )是闭的：考虑 yn = (λI − T )xn → y,则

‖(λI − T )(xn − xm) ≥ |b|‖xn − xm‖.

由 {yn}为 Cauchy列，有 {xn}为 Cauchy列，进而 xn → x, y = (λI − T )x ∈ R(λI − T ).

(2) R(λI − T )⊥ = {0}: 若对 y ∈ X 使得 ∀x ∈ X, ((λI − T )x, y) = 0，则 (x, (λ̄I − T ∗)y) = 0,只能

(λ̄I − T )y = 0. 则同前有 λ̄I − T 是单射，有 y = 0.

再证关于剩余谱的命题. 任取 λ ∈ σ(T )− σp(T ),则 λ ∈ R,同上由于

R(λI − T )⊥ = {y : (x, (λ̄I − T )y) = 0, ∀x ∈ X} = N(λ̄I − T ∗) = N(λI − T ) = {0}.

故 R(λI − T ) = X ,即 λ ∈ σc(T ). □

Example 2.23 X = l2, T : (x1, x2, · · · ) 7→ (0, x1, · · · )为右移算子，首先注意到 ‖Tn‖ = 1,则 rσ(T ) = 1.

且显然 (λI − T )x = (λx1, λx2 − x1, λx3 − x2, · · · ) = 0 ⇐⇒ x = 0,故为单射，则 σp(T ) = 0.

若 |λ| < 1,则令 w = (1, λ̄, λ̄2, · · · ) ∈ l2,此时有任意 x ∈ l2, ((λI − T )x,w) = 0,故 R(λI − T ) 6= l2,

即 λ ∈ σr(T ).

若 |λ| = 1. 则若 y = (λI − T )x ∈ l2,有

λn+1xn+1 = y1 + λy2 + · · ·+ λnyn+1.

即

xN = λ̄Ny1 + λ̄N−1y2 + · · ·+ λ̄yN = xN .

则若 y ∈ R(λI − T ),必须有
∞∑

N=1

|λ̄Ny1 + λ̄N−1y2 + · · ·+ λ̄yN |2 < ∞.

故 (1, 0, 0, · · · ) /∈ R(λI − T ).
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2.6 线性算子的谱

另一方面，若 0 6= y = (y1, y2, · · · ) ∈ R(λI − T )∗，则任意 x ∈ l2,有

ȳ1λx1 + ȳ2(λx2 − x1) + ȳ3(λx3 − x2) + · · · = 0.

即

x1(λȳ1 − ȳ2) + x2(λȳ2 − ȳ3) + · · · = 0.

故 y = y1(λ̄, λ̄
2, · · · ) /∈ l2,矛盾！故 R(λI − T )⊥ = {0},进而 R(λI − T ) = l2,则 λ ∈ σc(T ).

综上有 σr(T ) = {λ : |λ| < 1}, σc(T ) = {λ : |λ| = 1}, σp(T ) = ∅, ρ(T ) = {λ : |λ| > 1}.

根据上面的讨论，并计算左移算子的谱，思考 T 和 T ∗的谱集之间有什么关系？

最后来考虑所谓的谱映射问题. 对 B 空间 X 和 T ∈ L(X),有 σ(T ) ⊆ C为谱集.

(1)设 p(T ) =
N∑

n=0
anT

n ∈ L(X)为多项式函数，可以验证 σ(p(T )) = p(σ(T ) = {p(t) : t ∈ σ(T )}.

(2)设 f : Ω → C为解析的，其中Ω是包含 {λ ∈ C : |λ| ≥ rσ(T )}的区域，则有展开 f(t) =
∞∑
n=0

ant
n,

满足存在 R > rσ(T )使得
∞∑
n=0

|an|Rn < ∞.

考虑定义 f(T ) =
∞∑
n=0

anT
n = lim

N→∞

N∑
n=0

anT
n. 定义是合理的：考虑M = sup

n≥0
|an|Rn < ∞,且存在

R′ < R使得 ‖Tn‖ ≤ (R′)n. 则
∞∑
n=0

‖anTn‖ ≤
∞∑
n=0

M

Rn
(R′)n < ∞.

进而 {
N∑

n=0
anT

n}N≥0为 Cauchy列，极限存在.

事实上仍然有 σ(f(T )) = f(σ(T )). 考虑 λ = f(u0) ∈ f(σ(T )), u0 ∈ σ(T ), 则 f(t) − f(u0) =

(t− u0)g(t), g(t)解析. 此时 f(T )− λI
1
= (T − u0I) ◦ g(T )

2
= g(T ) ◦ (T − u0I).

注意到若 T − u0I 不为单射，则由 2 有 f(T ) − λI 不为单射；若 T − u0I 不为满射，则由 1 有

f(T )− λI 不为满射. 故 λ ∈ σ(f(T )).

反之若 λ /∈ σ(f(T )),则 λ − f(z) = 0在 σ(T )上无解. 设 λ − f(z)在 {|z| ≤ R}上有有限个零点

t1, · · · , tm /∈ σ(T ),此时有

λI − T = (t1I − T ) · · · (tmI − T )g(T ).

其中 g无零点，且有与上面类似的交换性质，则 λI − T 可逆等价于 g(T )可逆. 又 g(T ) ◦ 1
g (T ) = I ,有

g(T )可逆，则 λ /∈ σ(f(T )). 综上则证明了想要的结果 σ(f(T )) = f(σ(T )).

(3)思考：对一般仅连续的 f : σ(T ) → C,是否有类似的讨论？（考虑多项式逼近）
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Chapter 3 紧算子与 Fredholm算子

3.1 紧算子

Definition 3.1

♣

对 B空间X,Y ,对 T ∈ L(X,Y )且D(X) = T ,若 dimR(T ) < ∞,则称 T 有限秩. 有限秩映射全

体构成的集合记为 F(X,Y ).

考虑 ∀y0 ∈ Y, 0 6= f0 ∈ X∗,定义 (y0 ⊗ f0) : X → Y, x 7→ f0(x)y0,则它为秩为 1的映射.

反之若 dimR(T ) = 1，设R(T ) = {λy0},则只能 T (x) = c(x)y0,其中 c为线性映射. 由Hahn-Banach

定理，存在 f0 ∈ X∗, f0(y0) = 1,则 c(x) = f0(T (x)) ∈ X∗,故 T = y0 ⊗ c.

更一般地，可以归纳证明 dimR(T ) = n当且仅当 T 形如
n∑

i=1
yi ⊗ fi,其中 0 6= fi ∈ X∗, yi ∈ Y 且

互不相关.

若 dimY = ∞，取 T =
∞∑
t=1

1
2t yt ⊗ ft，其中 ft ∈ X∗, yt ∈ Y, ‖ft‖ = ‖yt‖ = 1，则 T ∈ F(X,Y ) −

F(X,Y ).

Definition 3.2

♣

对 B 空间 X,Y ,若线性映射 f : X → Y 把有界集映为列紧集，则称之为紧算子. X 到 Y 紧算子

的全体记为 C(X,Y ).

Example 3.1 IdX ∈ C(X,X) = C(X) ⇐⇒ dimX < ∞.

Example 3.2 K(x, y) ∈ C([0, 1]2), 则回忆 TK : X = C([0, 1]) → C([0, 1]), f 7→ {TK(f) : x 7→∫ 1
0 K(x, y)f(y)dy.}, 由 Arzela-Ascoli 定理，若证 TK 为紧算子，只需证 TK(BX(0, 1)) 一致有界且等

度连续.

一致有界：‖Tkf‖ ≤ max
x,y

|K(x, y)|.

等度连续：|TKf(x)−TKf(y)| ≤ max
z

|K(x, z)−K(y, z)|.由K一致连续，故任意 ε > 0,存在 δ > 0

使得对任意 z ∈ [0, 1], |x− y| < δ,有 |K(x, z)−K(y, z)| ≤ δ,故等度连续.

则 TK 为紧算子.



3.1 紧算子

紧算子有如下基本性质.

Proposition 3.1

♠

(1) F(X,Y ) ⊆ C(X,Y ).

(2) C(X,Y )为 L(X,Y )的闭子空间.

(3) T ∈ L(X,Y ), S ∈ L(Y, Z)，若 T 或者 S 紧，则 S ◦ T ∈ C(X,Z).

(4)若 T ∈ C(X,Y ), X0 ⊆ X 为闭子空间，则 T |X0 ∈ C(X,Y ).

(5) T ∈ C(X,Y ),则 R(T )可分.

证明

(1) 设 Tn ∈ F(X,Y ), Tn → T ∈ L(X,Y ). 则任意 ε > 0，取 ‖T − Tn‖ < ε
2 , 故任意 x ∈

BX(0, 1), ‖Tx− Tnx‖ < ε
2 .

显然 Tn(BX(0, 1))列紧，则取其有限 ε
2 -网，故它也是 T (BX(0, 1))的 ε-网.

(2)与 (1)证明思路基本一致，在此省略.

(3)(4)显然.

(5)由于 R(T ) = ∪∞
n=1T (BX(0, n)) = ∪∞

n=1nT (BX(0, 1)),由 T (BX(0, 1))列紧（故完全有界，进而

可分），故 R(T )可分. □

Example 3.3根据上面的命题，如果一个算子能够被有限秩算子逼近，则它是紧算子. 仍然考虑如上的例

子：K(x, y) ∈ L2([0, 1]2),定义 TK : X = L2([0, 1]) → L2([0, 1]), f 7→ {TK(f) : x 7→
∫ 1
0 K(x, y)f(y)dy.}.

则利用多项式 pn(x, y) → K(x, y)逼近，则

‖TK − Tpn‖ ≤ sup
∥f∥=1

‖
∫ 1

0
(K(x, y)− pn(x, y))f(y)dy‖2 ≤ ‖K − pn‖2.

故 Tpn → TK ,且注意到 R(Tpn) ⊆ span{1, x, x2, · · · , xn},故 Tpn 有限秩，则 TK 为紧算子.

Definition 3.3

♣称 A ∈ L(X,Y )是全连续的，是指若 xn ⇀ x,则有 Axn → Ax.

全连续算子与紧算子之间有如下的关系.

Proposition 3.2

♠

若 A ∈ L(X,Y ):

(1) A为紧算子，则全连续.

(2)若 X 自反，则反过来也成立，即全连续算子是紧的.

证明 (1)设A ∈ C(X,Y ), xn ⇀ x,若Axn不收敛到Ax,则不妨设 ∀n, ‖Axn−Ax‖ > ε. 则任取 g ∈ Y ∗，
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由于 xn ⇀ x,有

g(Axn) = (A∗g)(xn) → (A∗g)(x) = g(Ax).

又 xn 有界，则 {Axn}列紧，进而设 Axnk
→ z,有 ‖z − Ax‖ ≥ ε. 故 z 6= Ax,与 g(Axnk

) → g(Ax)矛

盾！

(2) 任取 {Axn} ⊆ T (BX(0, 1)), 由自反空间的单位闭球弱自列紧，存在 xnk
⇀ x，由全连续有

Axnk
→ Ax,故 {Axn}列紧，即 A为紧算子. □

Example 3.4再次考虑上面的例子，对X = L2[0, 1]，和之前一样定义 TK . 对 fn ⇀ f ,则 sup
n
‖fn‖ < ∞,

且任意 g ∈ L2[0, 1]，有
∫ 1
0 g(y)(fn(y)− f(y))dy → 0.

特别地，对 a.e. x ∈ [0, 1],取 g(y) = K(x, y),有
∫ 1
0 K(x, y)(fn(y)− f(y))dy → 0. 则由控制收敛定

理，Tkfn → Tkf . 故 TK 全连续，由于 X = L2[0, 1]为自反空间，有 TK 为紧算子.

之前证明了 F(X,Y ) ⊆ C(X,Y ). 何时取等号？

考虑 Y 为 Hilbert 空间，给定 T ∈ C(X,Y ), n ≥ 1, 则有 TBX(0, 1) ⊆ ∪k
i=1BY (yi,

1
3n). 令 M =

span{y1, · · · , yk},则 Tn = PM ◦ T ∈ F(X,Y ),其中 PM 为投影.

则任意 x ∈ BX(0, 1),取 yi使得 ‖Tx− yi‖ < 1
3n，由 ‖PM‖ ≤ 1,有 ‖PM (Tx)− yi‖ ≤ 1

3n . 进而

‖Tx− Tnx‖ ≤ ‖Tx− yi‖+ ‖yi − PM (Tx)‖ <
2

3n
<

1

n
.

故 ‖T −Tn‖ ≤ sup
x∈BX(0,1)

‖Tx−Tnx‖ < 1
n . 故 T 可以由有限秩算子 Tn逼近. 则此时 F(X,Y ) = C(X,Y ).

对一般的 B 空间 Y , 若存在 dimM < ∞, 则存在 P : Y → Y，满足 R(P ) = M,P |M = Id，且

‖P‖ ≤ c(c与M 无关),则通过和上面一样的论证，此时有 F(X,Y ) = C(X,Y ). 自然地我们和在 Hilbert

空间中一样取所谓的投影映射，在此之前需要做关于一般空间中投影的如下讨论.

对于任意（不一定有限维）闭子空间 M , 若存在 φ ∈ L(Y ), 使得 φ|M = Id, R(φ) = M , 则取

M1 = kerφ为闭空间，且 Y = M ⊕M1. 反之，若有闭子空间的直和分解 Y = M ⊕M1,则有投影，故

投影可以视为等价于闭子空间直和分解.

Proposition 3.3

♠对 B 空间 Y 和子空间M，若 dimM < ∞或 codimM < ∞,则存在如上的分解（投影）.

证明 (1)设M = span{y1, · · · , yk},则存在 fi ∈ Y ∗ 使得 fi(yj) = δij ,则令 φ : Y → Y, y 7→
k∑

i=1
fi(y)yi,

它是投影，故取 Y = M ⊕ kerφ为想要的分解.
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(2)考虑商映射 πM : Y → Y/M ,设 Y/M = span{e1, · · · , ek},其中 ei = πM (yi)线性无关，则 yi也

线性无关.

设M1 = span{y1, · · · , yk}, M = kerπM ,则我们断言 Y = M ⊕M1:

若 y ∈ M ∩M1,设 y =
k∑

i=1
λiyi ∈ M1,另一方面 0 = πM (y) =

k∑
i=1

λiei,则只能 λi = 0,故 y = 0.

对任意 y ∈ Y ,设 πM (y) =
k∑

i=1
λiei,则令 yM =

k∑
i=1

λiyi,再令 yM1 = y − yM ,有

πM (yM1) = πM (y)− πM (yM ) =

k∑
i=1

λiei −
k∑

i=1

λiei = 0.

则 yM1 ∈ M1,进而确实有直和分解 Y = M ⊕M1. □

则对于有限维子空间 M , 有直和分解 Y = M ⊕ M1 和投影 pM . 考虑 Y = M ⊕ M1 上的范数

‖y‖∗ = ‖yM‖Y + ‖yM1‖Y ,不难验证它完备，且显然它比原始范数强,则由范数等价定理，存在 CM 使

得 ‖·‖∗ ≤ CM‖·‖Y . 则此时有 ‖pM‖ ≤ CM . 若 sup
M

CM < ∞,则由上面的讨论，有 F(X,Y ) = C(X,Y ).

沿着这种思路，可以作出如下定义.

Definition 3.4

♣

称 B 空间 Y 有 Schauder基，若 Y 可分，且存在 {en}∞n=1 ∈ Y ,使得对任意 y ∈ Y 有唯一分解

y =
∞∑
n=1

Cn(y)en,即 SN (y) =
N∑

n=1
Cn(y)en构成 Cauchy列且极限为 y.

Theorem 3.1

♥若 B 空间 Y 有 Schauder基，则 F(X,Y ) = C(X,Y ).

证明 设 Schauder基为 en,我们首先证明定义中的Cn ∈ Y ∗：定义 Y 上的新范数□y□ = sup
N≥1

‖SN (y)‖ ≥

‖y‖. 可以验证这确实是一个范数，下面说明它完备：

对 {yi}为新范数下的Cauchy列，则 ∀ε > 0, ∃M > 0,使得 ∀p, k > M,□yp□−□yk□ = sup
N≥1

‖SN (yp−

yk)‖ ≤ ε. 则

sup
N≥1

|CN (yp)− CN (yk)‖eN‖ = sup
N≥1

‖SN (yp)− SN (yk)− SN−1(yp) + SN−1(yk)‖ ≤ 2ε.

进而 |CN (yp)−CN (yk)| ≤ 2ε
∥eN∥ . 则任意N ,有CN (yi)为 Cauchy列，则设CN (yi) → CN . 故任意N ≥ 1,

有

SN (yk) =
N∑

n=1

Cn(yk)en →
N∑

n=1

Cnen, k → ∞.

则在 sup
N≥1

‖SN (yp − yk)‖ ≤ ε中令 k → ∞,有 sup
N≥1

‖SN (yp)−
N∑

n=1
Cnen‖ ≤ ε.
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又由于 lim
N→∞

SN (yp) = yp,进而由上有 {
N∑

n=1
Cnen}N 为 Cauchy列，则令 y = lim

N→∞

N∑
n=1

Cnen,则有

|□yp□−□yk□‖ = sup
N≥1

‖SN (yp)− SN (yk)‖ ≤ ε.

进而 yp
□·□−−→ y. 故该范数完备.

进而由范数等价定理，存在 C > 0使得 ‖SN (y)‖ ≤ C‖y‖, ‖SN−1(y)‖ ≤ C‖y‖,进而 ‖Cn(y)en‖ ≤

2C‖y‖. 故 ‖Cn‖ ≤ 2C
∥en∥ ,有 Cn ∈ Y ∗.

则再令Mi = span{e1, · · · , ei},定义 Pi : Y → Y, y 7→
i∑

n=1
Cn(y)en,则有 Pi ∈ L(Y ), R(Pi) = Mi,

且由 Schauder基定义中分解的唯一性有 Pi|Mi = Id. 任意 y ∈ Y ,令 y = lim
i→∞

Pi(y),则 sup
i≥1

‖Pi(y)‖ < ∞,

故由共鸣定理，sup
i≥1

‖Pi‖ < ∞. 则由之前的论证，可知结论成立. □
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3.2 Riesz-Fredholm理论

本节的目的是建立形如 I − A,A ∈ C(X)的算子的有关理论. 它也启发了我们定义 Fredholm算子.

下面是主定理：

Theorem 3.2 (Riesz-Fredholm)

♥

设 X 为 B 空间，A ∈ C(X),令 T = I −A，则

(1) N(T ) = {0} ⇐⇒ R(T ) = X .

(2) σ(T ) = σ(T ∗).

(3) dimN(T ) = dimN(T ∗) < ∞.

(4) R(T ) = N(T ∗)⊥, R(T ∗) =⊥ N(T )，其中对N ⊆ X∗,定义N⊥ = {x ∈ X : f(x) = 0, ∀x ∈ N}；

对M ⊆ X ,定义 ⊥M = {f ∈ X∗ : f(x) = 0, ∀x ∈ M}.

(5) codimR(T ) = dimN(T ) = codimR(T ∗) = dimN(T ∗).

下面来证明之. 首先证明如下的 Schauder定理：

Theorem 3.3 (Schauder)

♥若 T ∈ L(X,Y ),则 T ∈ C(X,Y ) ⇐⇒ T ∗ ∈ C(Y ∗, X∗).

证明 ⇒:即证 T ∗BY ∗(0, 1)列紧，故任取 ‖gn‖ ≤ 1, gn ∈ Y ∗. 又由于 C = TBX(0, 1)紧，考虑 φn : C →

K, y 7→ gn(y).

{φn}一致有界：

|φn(y)| ≤ ‖gn‖‖y‖y ≤ ‖y‖ ≤ M < ∞

,其中用到了 C 是紧的；

而且等度连续：

|φn(y1)− φn(y2)| ≤ ‖gn‖‖y1 − y2‖ ≤ ‖y1 − y2‖.

则由 Arzela-Ascoli定理，存在收敛子列 φnk
→ φ0,则 {φnk

}为 Cauchy列，故

‖T ∗gnk
− T ∗gnl

‖ = sup
∥x∥=1

‖T ∗gnk
(x)− T ∗gnl

(x)‖ ≤ sup
y∈C

‖gnk
(y)− gnl

(y)‖ = sup
y∈C

‖φnk
(y)− φnl

(y)‖ → 0.

故 {T ∗gnk
}也为 Cauchy列,有 T ∗gnk

→ g ∈ Y ,故 T ∗BY ∗(0, 1)列紧.

⇐:由第一部分，T ∗∗也紧，则 T = T ∗∗|U(X)紧，其中 U : X → X∗∗为典范嵌入. □

再来证明如下的引理.
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3.2 Riesz-Fredholm理论

Lemma 3.1

♥

T 如上，则

(1) botR(T ) = N(T ∗), R(T ∗)⊥ = N(T ).

(2) R(T ) = N(T ∗)⊥, R(T ∗) =⊥ N(T ).

证明 (1)下面的等价关系均为直接的（注意到第二个等价关系链的最后一步实际用到了 Hahn-Banach

定理的推论）：

f ∈⊥ R(T ) ⇐⇒ f(Tx) = 0, ∀x ∈ X ⇐⇒ T ∗f = 0 ⇐= f ∈ N(T ∗).

x ∈ R(T ∗)⊥ ⇐⇒ (T ∗f)(x) = 0, ∀f ∈ X∗ ⇐⇒ f(Tx) = 0, ∀f ∈ X∗ ⇐⇒ x ∈ N(T ).

(2)第二个命题的证明与第一个类似，留作练习,在此只证明第一个命题.

任取 y = Tx ∈ R(T ), f ∈ (T ∗), 有 f(y) = f(Tx) = (T ∗f)(x) = 0, 进而 y ∈ N(T ∗)⊥. 则

R(T ) ⊆ N(T ∗)⊥,进而 R(T ) = N(T ∗)⊥.

另一方面，由 (1)有 N(T ∗)⊥ = (⊥R(T ))⊥,故只需证 (⊥R(T ))⊥ ⊆ R(T ).

任取 x ∈ (⊥R(T ))⊥, 若 x /∈ R(T ), 则由 Hahn-Banach 定理的推论，存在 f ∈ X∗ 满足 f(x0) =

d(x0, R(T )) > 0, f(R(T )) = 0,进而 f ∈⊥ R(T ). 但 f(x) 6= 0,与 x ∈ (⊥R(T ))⊥矛盾! □

则我们可以证明主定理的 (4):若R(T )是闭的，则由 Schauder定理，对 T ∗利用同样的论证有R(T ∗)

是闭的，则由上面的引理 (2)得证. 故下面证明 R(T )是闭的,工具是如下的简单引理.

Lemma 3.2

♥若 S ∈ L(Y, Z), D(S) = Y ,且 S 为单射，S−1 : R(S) → Y 连续，则 R(S)闭.

证明 设 M = ‖S−1‖ < ∞, 则任取 zn → z, zn = s(yn), 则由 {zn} 为 Cauchy 列，有 ‖yn − ym‖ ≤

M‖zn − zm‖ → 0,则设 yn → y,有 z = Sy ∈ R(S). □

则为了使用上面的引理，我们需要构造单射，自然考虑 T̃ : X/N(T ) → X, [x] 7→ Tx 为单射, 则

D(T̃ ) = X/N(T )，且 T̃ 有界：

‖T̃‖ = sup
∥[x]∥=1

‖T̃ [x]‖ ≤ sup
∥[x]∥=1

‖T‖ inf
z∈[x]

‖z‖ ≤ ‖T‖ < ∞.

故由上面的引理，只需证明 T̃−1连续. 若不然，则存在 xn ∈ R(T )使得 ‖T̃−1xn‖n‖xn‖. 设 T̃−1xn = [yn],

则不妨 ‖[yn]‖ ≤ 1, ‖yn‖ ≤ 2,则此时 Tyn = yn −Ayn = xn → 0.

另一方面，由于 A紧，则存在 Aynk
→ z,利用 yn −Ayn → 0有 ynk

→ z,Az = z,进而 z ∈ N(T ),

则 ‖[ynk
]‖ = ‖[ynk

− z]‖ ≤ ‖ynk
− z‖ → 0,与 ‖[ynk

]‖ = 1矛盾！故得证. □
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3.2 Riesz-Fredholm理论

下面再来证明 (2). 只需证明对 R ∈ L(X), R可逆等价于 R∗可逆.

若 R可逆，则 (R−1)∗ ◦R∗ = R∗ ◦ (R−1)∗ = Id,进而 R∗可逆，逆为 (R−1)∗.

反之设 R∗ 可逆，则由前知 R∗∗ 可逆，令 U : X → X∗∗ 为典范嵌入，则 (R∗∗)−1|U(X) : U(X) →

U(X)连续，则 R−1 : R(X) → X 连续，进而只需证 R(X) = X .

X X

X∗∗ X∗∗

R

R∗∗

U U

注意到 R为连续单射，则由引理 3.2，有 R(X)闭，则若存在 x0 /∈ R(X),由 Hahn-Banach定理的

推论,存在 f ∈ X∗, f(x0) = d(x0, R(X)) > 0, f(R(X)) = 0,则 R∗f = 0. 由 R∗可逆有 f = 0,矛盾！故

得证. □

再来证明 (1)的⇒部分：注意到在 (2)的证明过程中我们给出了R(T )是闭的，若X1 = R(T ) 6= X ,

则考虑限制 T1 : X1 → X1,且注意到对 y = Tx ∈ X1,有 A(y) = A(Tx) = T (Ax) ∈ X1,故也有限制

A1 : X1 → X1.

则再次可以考虑限制 T1 : X1 → R(T1) = X2，仍然同上X2是闭的，且由 T : X → X1是单射，有

X2 ⊊ X1,以此类推可以得到闭子空间链 X = X0 ⊋ X1 ⊋ X2 · · ·，其中 Xn+1 = TXn.

由 Riesz引理，存在 yn ∈ Xn使得 ‖yn‖ = 1且 d(yn, Xn+1) ≥ 1
2 . 则由 A紧，{Ayn}存在收敛子列

Aynk
.

另一方面注意到 ynk+p
− Tynk+p

+ Tynk
∈ Xnk+1，有

‖Aynk+p
−Aynk

‖ = ‖(ynk+p
− Tynk+p

+ Tynk
)− ynk

‖ ≥ d(ynk
, Xnk+1) ≥

1

2
.

则得到矛盾！ □

下面证明剩余的所有部分，首先证明 (3)中出现的维数是有限的:

设 x ∈ N(T ),则 x = Ax,即 Id|N(T ) = A|N(T ). 又由于 A|N(T ) ∈ C(N(T ))，则 Id|N(T )C(N(T )),则

只能 dimN(T ) < ∞,同理 dimN(T ∗) < ∞.

然后我们证明如下的引理.

Lemma 3.3

♥

(i) M ⊆ X 为闭子空间，则 dim(X/M)∗ = dim⊥M .

(ii) T 如上，则 codimR(T ) ≤ dimN(T ) < ∞.
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3.2 Riesz-Fredholm理论

证明 (i)定义 Φ :⊥ M → (X/M)∗, f 7→ (Φf : [x] 7→ f(x)),显然这是良定的. 且

‖Φf‖ = sup
∥[x]∥=1

|Φf(x)| = sup
∥[x]∥≤1

inf
z∈[x]

|f(z)| ≤ ‖f‖ sup
∥[x]∥≤1

inf
z∈[x]

‖z‖ = ‖f‖.

故 ‖Φ‖ ≤ 1.

另一方面，给定 f̃ ∈ (X/M)∗,设对 πM 为商映射，定义 f = f̃ ◦ πM ∈ X∗，则显然 f ∈⊥ M ,且

Φf([x]) = f(x) = f̃(πMx) = f̃([x]).

故 Φ满射. 且此时有

‖f̃‖ = ‖Φf‖ ≤ ‖f‖ ≤ ‖f̃‖‖πM‖ ≤ ‖f̃‖.

则只能 ‖f‖ = ‖f̃‖,故 Φ为等距同构，则显然命题成立.

(ii)否则若 codimR(T ) > dimN(T ) = k，则取 e1, · · · , ek 在 X/R(T )中无关，则设 πR(T )xi = ei,

有 ei 在 X 中线性无关. 令 M1 = span{xi}, 则若 x ∈ M1 ∩ R(T ), 设 x =
k∑

i=1
λixi, 有 0 = πR(T )x =

k∑
i=1

λiei = 0,故只能 λi = 0, x = 0.

由于 N(T )和M1 均为 k 维线性空间，则存在同构 V : N(T ) → M1. 并由 dimN(T ) < ∞,存在

φ ∈ L(X),使得 φ|N(T ) = Id, R(φ) = N(T ). 则定义 T̃ = T +V ◦φ ∈ L(X),有R(T̃ ) ⊆ R(T )⊕M1 ⊊ X .

另一方面 T̃ x− x = −Ax+ (V ◦ φ)(x) ∈ C(X),这里用到了 V 是有限秩的. 则可以写成 T̃ = I − Ã,

其中 Ã ∈ C(X). 注意到

x ∈ N(T̃ ) ⇐⇒ Tx+ V (φ(x)) = 0 ⇐⇒ Tx = V (φ(x)) = 0 ⇐⇒ x ∈ N(T ) ∩N(φ) ⇐⇒ x = 0.

其中第二步用到了 R(T )和M1是直和，最后一步用到了 φ|N(T ) = Id.

则 N(T̃ ) = 0，进而由 (1)的⇒部分，有 R(T̃ ) = X ,矛盾! □

下面回到主定理，首先有

codimR(T ) = dimX/R(T ) = dim(X/R(T ))∗
(i)
= dim⊥R(T )

引理3.1
= dimN(T ∗).(∗)

同理有

codimR(T ∗) = dimN(T ∗∗).(∗∗)

注意到由 (*),有 (3) ⇒ (5) ⇒ (1),故只需证明 (3).

再次考虑 U : X → X∗∗为典范嵌入.

X X

X∗∗ X∗∗

R

R∗∗

U U

则若 x ∈ N(T ),有

(T ∗∗U(x))(f) = (U(x))(T ∗f) = (T ∗f)(x) = f(Tx) = 0.
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则 U(x) ∈ N(T ∗∗),进而 dimN(T ∗∗) ≥ dimN(T ). 则

dimN(T ∗)
(∗)
= codimR(T )

(ii)

≤ dimN(T ) ≤ dimN(T ∗∗)
(∗∗)
= codimR(T ∗)

(ii)

≤ dimN(T ∗).

且由于上面出现的维数均有限，则只能取等号，即 (3)得证，进而主定理得证. □

进而我们可以作出下面定义.

Definition 3.5

♣

设 X,Y 为 B 空间，则 T ∈ L(X,Y )为 Fredholm算子，若

(1) R(T )闭.

(2) codimR(T ) < ∞.

(3) dimN(T ) < ∞.

此时记 ind(T ) = dimN(T )− codimR(T ).

Example 3.5由主定理，对 A ∈ C(X),有 T = I −A为 Fredholm算子，且 ind(T ) = 0.
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3.3 紧算子的谱

我们的主定理是如下关于紧算子谱结构的断言.

Theorem 3.4

♥

X 为 B 空间，T ∈ C(X),则

(1)若 dimX = ∞,则 0 ∈ σ(T ).

(2)当 dimX < ∞时，σ(T )为至多 dimX 个点组成的离散集.

(3)当 dimX = ∞时，σ(T )要么为包含 0的离散集，要么为包含 0的且以 0为唯一聚点的集合

(则此时可数).

(4) σ(T )− {0} = σp(T )− {0}.

证明 (1)若 dimX = ∞, 0 ∈ ρ(T )，则 T 可逆，有 T−1 为紧算子，考虑 Id = T−1 ◦ T :X → X 为紧算

子和有界算子的复合，进而为紧算子，与 dimX = ∞矛盾！

(2)线性代数.

(4)只需证 σ(T )− {0} ⊆ σp(T )− {0},即证若 λ /∈ σp(T ) ∪ {0}，则 σ ∈ ρ(T ).

任取 λ /∈ σp(T )∪{0}，则 λI−T = λ(I− T
λ )为单射. 又 T

λ ∈ C(X),由 Riesz-Fredholm定理有 I− T
λ

为满射，则 λ ∈ ρ(T ).

(3)只需证 σp(T )至多以 0为聚点. 否则取互不相同的 λi ∈ σp(T ), λi → λ 6= 0.

取 ‖xi‖ = 1, Txi = λxi,令 En = span{x1, · · · , xn},则有 T : En → En, dimEn = n. 由 Riesz引理，

存在 yn+1 ∈ En+1, ‖yn+1‖ = 1,使得 d(yn+1, En) ≥ 1
2 .

再令 zn = yn
λn

, 则有 sup
n≥1

‖zn‖ < ∞, 由 T 为紧算子，进而 {Tzi}有收敛子列，不妨设就是它本身，

此时有 ‖Tzi − Tzi+1‖ → 0.

另一方面，设 yi+1 = ci+1xi+1 + z′,其中 z′ ∈ Ei,则有

‖Tzi − Tzi+1‖ = ‖ci+1xi+1 + z′

λi+1
− Tzi‖

= ‖ci+1xi+1 + z′ − z′ + T
z′

λi+1
− Tzi‖

= ‖yi+1 − (z′ − T
z′

λi+1
+ Tzi)‖

其中，则 (z′ − T z′

λi+1
+ Tzi) ∈ Ei，进而 ‖Tzi − Tzi+1‖ ≥ 1

2，矛盾！ □

Example 3.6设 X = l2, T ∈ L(l2).

(1) T (x1, x2, · · · ) = (λ1x1, λ2x2, · · · , λmxm, 0, 0, · · · ),则有限秩，进而为紧算子，此时显然 σ(T ) =

σp(T ) = {0, λ1, · · · , λm}.

(2) T (x1, x2, · · · ) = (λ1x1, λ2x2, · · · ),则为紧算子当且仅当有限秩逼近，进而当且仅当 λi → 0. 此

时有 σ(T ) = {0, λ1, λ2, · · · , }.
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(3) T (x1, x2, · · · ) = (0, λ1x1, λ2x2, · · · )，其中 λi → 0,则 T 为有界算子复合紧算子，进而也为紧算

子,此时不难验证 σp(T ) = ∅,则 σ(T ) = {0}.

Definition 3.6

♣

对 B 空间 X 和 T ∈ L(X),若M 为 X 的子空间且满足 TM ⊆ M ,则称M 为 T 的不变子空间.

若 TM = M ,则称严格不变子空间.

我们要考虑一个算子是否有非平凡的闭不变子空间，首先考虑对一个点 x,它生成的最小不变子空

间为 L(x) = {p(T )x : p(T )为关于T的多项式}. 生成的最小闭不变子空间为 L(x).

问题：是否有 ∀x 6= 0,有 L(x) = X? 对紧算子这个问题被很好地解决.

Theorem 3.5

♥

X 为 B 空间且 dimX ≥ 2, T ∈ C(X), 则 T 有非平凡不变闭子空间，进而 ∃0 6= x ∈ X , 使得

{0} ⊆ L(x) ⊆ X .

证明 若不然，则任意 x ∈ X − {0}, L(x) = X ,此时有 σp(T ) = ∅(否则若 λ ∈ σp(T ), Tx = λx,则 L(x)

为一维的，矛盾！). 进而只能 dimX = ∞,且 σ(T ) = {0},即 rσ(T ) = 0.

另一方面，不妨设 ‖T‖ = 1，且 ‖Tx0‖ > 1. 则 ‖x0‖ > 1. 令 C = TBX(x0, 1)为紧集，且 0 /∈ C.

任取 y0 ∈ C,由于 L(y0) = X ,可以取多项式 py0(T )使得 ‖py0(T )y0 − x0‖ < 1. 则由连续性，存在

δy0 ,使得 py0(T )(B(y0, δy0)) ⊆ BX(x0, 1). 由紧性，取有限覆盖 BX(0, 1) ⊆ ∪n
i=1pyi(T )(B(yi, δi)),其中

简记 δi = δyi , pyi = pi.

则任意 y ∈ C,取 i1使得 ‖pi1(T )(y)− x0‖ < 1,进而 T (pi1(T )(y)) ∈ C.

同理存在 i2使得 ‖pi2(T )(Tpi1(T )y)− x0‖ < 1,即 ‖pi2pi1(T )(Ty)− x0‖ < 1.

以此类推可以得到 ‖
k+1∏
j=1

pij (T )(T
ky)−x0‖ < 1. 令 µ = max

1≤i≤n
‖pi(T ) < ∞,则 ‖x0‖−1 < µk+1‖T ky‖.

进而
1

µ
(
‖x0 − 1‖
µ‖y‖

)
1
k ≤ (

‖T ky‖
‖y‖

)
1
k ≤ ‖T k‖

1
k → 0.

但左边显然趋近于 1
µ ,矛盾！ □

线性代数中我们对有限维空间进行了不变子空间分解，现在对一般的B空间中也考虑这样的操作.

令 dimX = ∞, A ∈ C)(X). 则任取 λ ∈ σp(A)−{0},由 Riesz-Fredholm定理，有N(λI−A) = N(I− A
λ )

为有限维. 且显然N(λI −A)是 A的不变子空间，如果能有分解X = N(λI −A)⊕□,其中N(λI −A)

为闭子空间，则可以继续进行下去.
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Definition 3.7

♣

对 T ∈ L(X).

(1)若存在 n使得 N(Tn) = N(Tn+1) = N ,则有 N(Tn+i) = N(Tn), ∀i ≥ 1，则称满足该条件的

最小的 n为零链长，记为 p(T ). 若这样的 n不存在则记 p(T ) = ∞.

(2)若存在 n使得 R(Tn) = R(Tn+1) = N ,则有 R(Tn+i) = R(Tn), ∀i ≥ 1，则称满足该条件的最

小的 n为像链长，记为 q(T ). 若这样的 n不存在则记 q(T ) = ∞.

Example 3.7 T : l2 → l2, (x1, x2, · · · ) 7→ (λ2x2, λ3x3, · · · )，则此时有

N(T 0) = {0} ⊆ N(T 1) = {(x1, 0, 0, · · · )} · · · ⊆ N(Tn) = {(x1, · · · , xn, 0, · · · )} ⊆ · · · .

故有 p(T ) = ∞.

Example 3.8对 Tλ = λI−A,其中 λ 6= 0, A ∈ C(X),则N(Tn
λ ) = N(Tn),其中 T = I−B,B = A

λ ∈ C(X).

首先当 λ /∈ σp(T ) ∪ {0}时，有 N(T 0
λ ) = N(Tλ) = {0},进而 p(Tλ) = 0.

一般情形下，此时注意到 Tn = I +
n∑

i=1
(−1)i

(
n
i

)
Bi = I − An, An ∈ C(X),则由 Riesz-Fredholm定

理，有 dimN(Tn) = codimR(Tn)，且 R(Tn)闭.

与 Riesz-Fredholm 定理 (1) ⇒ 部分中的证明一样地，可以证明 q(T ) < ∞, 则 p(Tλ) = p(T ) =

q(T ) < ∞.

将上面的讨论进一步深入，有如下的命题.

Proposition 3.4

♠

若 T = I−B,B ∈ C(X),则 p(T ) = q(T ) < ∞，且有闭不变子空间分解X = R(T p(T ))⊕N(T p(T )).

且 T |R(T p(T )) : R(T p(T )) → R(T p(T ))为有界双射.

证明 关于链长的命题上面的讨论中已经证明，下面证明剩余部分.

先证明是直和：若 x ∈ N(T p(T ))∩R(T p(T )),有 x = T p(T )y,进而 T 2p(T )y = 0,此时 y ∈ N(T 2p(T )) =

N(T p(T )),故 x = 0.

此外对任意 x ∈ X ,有 T p(T )x ∈ R(T p(T )) = R(T 2p(T )),设 T p(T )x = T 2p(T )u. 则

T p(T )(x− T p(T )u) = T 2p(T )u− T 2p(T )u = 0.

故有分解 x = (x− T p(T )u) + T p(T )u. 则为直和分解.

又任意 x = T p(T )y ∈ R(T p(T ), 若 Tx = 0, 则 T p(T )+1y = 0, y ∈ N(T p(T )+1) = N(T p(T )), 进而

x = 0,即 T |R(T p(T ))为单射，则由 Riesz-Fredholm定理为有界双射. □
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3.3 紧算子的谱

进而回到对 A为紧算子，λ ∈ σp(T )− {0},有 pλ = p(λI −A) = q(λI −A) < ∞. 则有不变子空间

分解

X = ⊕λ∈σp−{0}N((λI −A)pλ)
⊕

∩λ∈σp−{0}R((λI −A)pλ).

在前半部分中X的行为由线性代数的 Jordan标准型完全刻画,再对后半部分，记X0 = ∩λ∈σ−{0}R((λI−

A)pλ),则令 A0 = A|X0 : X0 → X0.

我们断言 σp(A0) = ∅ 或 {0}: 否则存在 λ 6= 0, x ∈ X0, A0x = λx, 进而 λ ∈ σp(A) − {0}, x ∈

N((λI −A)pλ),与直和分解矛盾. 则可以进一步分析 (A0, X0)的行为：例如若 dimX0 < ∞,则 A0对应

幂零阵，等等.
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3.4 对称紧算子

本节我们讨论对称紧算子的结构，首先回忆 H 空间 X 上的对称算子 T ∈ L(X)是指任意 x, y,有

(Tx, y) = (x, Ty). 对称紧算子有如下性质：

Proposition 3.5

♠

若 T ∈ C(X)为对称紧算子，则它满足：

(1) σ(T ) ⊆ R, σr(T ) = ∅.

(2)若 X1 ⊆ X 为不变子空间，则 T |X1 也对称.

(3) C = sup
∥x∥≤1,∥y∥≤1

|(Tx, y|,则 ‖T‖ = C.

(4) ‖T‖ = sup
∥x∥≤1

|(Tx, x)|.

(5)存在 x0 ∈ X, ‖x0‖ = 1,使得 Tx0 = λ0x0,其中 λ0 = ‖T‖ ∈ σp(T ).

(6)对 λ 6= λ′ ∈ σp(T ),有 N(λI − T ) ∩N(λ′I − T ) = {0}且它们正交.

证明 (1)见命题 2.8，(2)显然.

(3)这是因为（注意这里实际上并未用到对称紧的条件）：

C = sup
∥x∥≤1

sup
∥y∥≤1

|(Tx, y)| = sup
∥x∥≤1

‖Tx‖ = ‖T‖.

(4)令 C ′ = sup
∥x∥≤1

|(Tx, x)|,则由 (3)显然 C ′ ≤ C.

另一方面，任意 ‖x‖ = ‖y‖ = 1,有

Re(Tx, y) =
1

4
[(T (x+ y), x+ y)− (T (x− y), x− y)] ≤ C ′

4
(‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2) ≤ C ′.

则取 α ∈ C, |α| = 1,使得 α(Tx, y) = |(Tx, y)|，则

|(Tx, y)| = (Tx, αy) = Re(Tx, αy) ≤ C ′.

故对左右两面取 sup有 C ≤ C ′,故 C ′ = C = ‖T‖.

(5)由上面的性质 (4)，不妨设 λ0 = ‖T‖ = sup
∥x∥≤1

|(Tx, x)|(因为 (Tx, x)为实数，若符号不正确则用

−T 代替). 则可以取 xn ∈ X, ‖xn‖ ≤ 1，使得 (Txn, xn) → λ0. 又由于X 自反，则存在弱收敛子列（不

妨记为它本身）xn ⇀ x0,则又 T 紧，有 Txn → Tx0.

又由于任意 y ∈ X ,有 |(x0, y)| = lim
n→∞

|(xn, y)| ≤ ‖y‖. 故 ‖x0‖ ≤ 1. 且由于

(Txn, xn)− (Tx0, x0) = (Txn − Tx0, xn) + (Tx0, xn − x0) → 0.

有 (Tx0, x0) = lim
n→∞

(Txn, xn) = λ0. 则只能有 ‖x0‖ = 1(否则用 x0
∥x0
代入会更大，矛盾).

我们再证明Tx0 = λ0x0. 考虑 ∀y ∈ X, |t| � 1,定义 zt =
x0+ty

∥x0+ty∥ , φy(t) = (Tzt, zt) =
(T (x0+ty),x0+ty
(x0+ty,x0+ty) .

则有

φy(t) =
(Tx0, x0) + 2tRe(Tx0, y) + t2(Ty, y)

(x0, x0) + 2tRe(x0, y) + t2(y, y)
.
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3.4 对称紧算子

则

0 = φ′
y(0) =

2Re(Tx0, y)− 2λ0Re(x0, y)

(1 + 2Re(x0, y))2
.

进而 ∀y ∈ X,Re(Tx0 − λ0x0, y) = 0,则只能 Tx0 = λ0x0.

(6)若 x ∈ N(λI − T ) ∩N(λ′I − T ),则 Tx = λx = λ′x,则只能 x = 0.

对 x ∈ N(λI − T ), y ∈ N(λ′I − T ),则

λ(x, y) = (Tx, y) = (x, Ty) = (x, λ′y) = λ′(x, y) = λ′(x, y).

进而 (x, y) = 0,故得证. □

借助上面的性质我们可以证明如下的对称紧算子结构定理.

Theorem 3.6 (Hilbert-Schmidt)

♥

对 H 空间 X ,则 T 为对称紧算子当且仅当存在正交规范基 {ei}i∈I 和 {λi}i∈I ⊆ R,使得

(1) T =
∑
i∈I

λiei ⊗ ei.

(2) ∀n, In = {i ∈ I : |λi| ≥ 1
n}是有限集.

证明 ⇐:按照 (1)定义 T ,则有限秩算子 Tn =
∑
i∈In

λiei ⊗ ei逼近 T ,故 T 为紧算子，此外 T 对称：

(Tx, y) = (
∑
i∈I

λi(x, ei)ei,
∑
j∈I

(y, ej)ej)

=
∑
i∈I

λi(x, ei)(y, ei) =
∑
i∈I

λi(x, ei)(y, ei) = (x, Ty)

故 T 为对称紧算子.

⇒: (2)由紧算子谱定理以及性质 (1)立得，故只需证 (1).

对任意 λ ∈ σp(T ) − {0},有 N(λI − T ) = N(I − T
λ )有限维，进而它有正交规范基 {eλi }i∈Iλ ,其中

|Iλ| = dimN(λI − T ) < ∞.

当 0 ∈ σp(T )时，则取 N(T )的规范正交基 {e0i }i∈I0 ,它可能不可数.

则令 {ei} = tλ∈σp(T )−{0}{eλi }i∈Iλ t {e0i }i∈I0 . 则由性质 (6)，它是一个正交规范集，定义 M =

span{ei}i∈I . 则任意 x =
∑
i∈I

(x, ei)ei,有 Tx =
∑
i∈I

(x, ei)λiei,进而对任意 x ∈ M ,有 Tx =
∑
i∈I

λei ⊗ ei(x).

则只需证明M = X . 首先注意到TM ⊆ M ,则若 y ∈ M
⊥，则任意x ∈ M ,有 (Tx, y) = 0 = (x, Ty),

进而 Ty ∈ M
⊥. 即M

⊥为 T 的不变子空间.

再令 T̃ = T |
M

⊥，由性质 (2)它也是对称紧算子. 若M
⊥ 6= {0},则由性质 (4),存在 x̃0 ∈ M

⊥
, ‖x̃0‖ =

1,且 T̃ x̃0 = ‖T̃‖x̃0. 则 T x̃0 = ‖T̃‖x̃0,即 x̃0 ∈ N(‖T̃‖I − T ) ⊆ M ,矛盾！故得证. □

Corollary 3.1

♥对称紧算子 T ,则 σp(T ) = {0} ⇐⇒ rσ(T ) = 0 ⇐⇒ T = 0.
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则对对称紧算子 T ,设其特征值按绝对值递减排列 (允许重复)，即 ‖T‖ = λ1 ≥ λ2 · · · . 则由上面的

表示，设 T =
∞∑
i=1

λiei ⊗ ei,则立即有

|λn| = sup
∥x∥=1

{|(Tx, x)| : x⊥span{e1, · · · , en−1}}.

再考虑按正负值排列 λ+
1 ≥ λ+

2 · · · ≥ 0 ≥ λ−
1 ≥ λ−

2 · · · . 则和上面类似地有如下定理：

Theorem 3.7 (极小-极大原理)

♥

T 为对称紧算子，则

λ+
n = inf

En−1

sup
0 ̸=x⊥En−1

(Tx, x)

(x, x)
.

λ−
n = sup

En−1

inf
0 ̸=x⊥En−1

(Tx, x)

(x, x)
.

其中 En−1取遍 X 的所有 n− 1维子空间.

证明 注意到 λ+
n (T ) = −λ−

n (−T ),故只需证第一个式子. 设右边的值为 µn.

首先设 Te+n = λ+
n e

+
n ,则 e+n⊥Ẽn−1 = span{e+1 , · · · , e

+
n−1},故 µ ≤ sup

x⊥Ẽn−1

(Tx,x)
(x,x) .

对任意 x⊥Ẽn−1,则有表示

x =
∑
i≥n

xie
+
i

∑
j>0

xje
−
j +

∑
i∈I0

xiei.

此时有

Tx =
∑
i≥n

λ+
i xie

+
i +

∑
j>0

λ−
j xje

−
j .

进而

(x, Tx) =
∑
i≥n

λ+
i |xi|

2 +
∑
j>0

λ−
j |xj |

2.

(x, x) =
∑
i≥n

|xi|2 +
∑
j>0

λ−
j |xj |

2.

故 (Tx,x)
(x,x) ≤ λ+

n ,则 µn ≤ λ+
n .

另一方面任取 En−1 ⊊ span{e+1 , · · · , e+n },则存在 x ∈ span{e+1 , · · · , e+n },使得 x⊥En−1. 则

(Tx, x) =
n∑

i=1

λ+
i |xi|

2 ≥ λn + (x, x).

则对所有 En−1取下确界有 λ+
n ≤ µn. 故得证. □

对 A,B 对称，记 A ≥ B 当且仅当 ∀x ∈ X, (Ax, x) ≥ (Bx, x). 注意到这意味着 ‖A‖ ≥ ‖B‖. 特

别地当 B = 0，则称满足 A ≥ B 的 A 为正对称算子. 若还有 A,B 为紧算子，则 A ≥ B 当且仅当

λ+
n (A) ≥ λ+

n (B).
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则若对 A正对称紧算子，有表示 A =
∑
i∈I

λiei ⊗ ei, λi ≥ 0,则可以定义
√
A =

∑
i∈I

√
λiei ⊗ ei.

更一般地，对对称紧算子 A,有 −‖A‖I ≤ A ≤ ‖A‖I . 进而对 f : (−‖A‖, ‖A‖) → R为连续函数，

是否能够定义 f(A)?

首先证明如下的定理：

Theorem 3.8

♥

设 T0, T1, · · · 为对称算子，且 T0 ≤ T1 ≤ · · · ≤ T ,其中 T 对称有界，则存在对称算子 T∞ 使得

∀x ∈ X,T∞(x) = lim
n→∞

Tn(x).

证明 不妨 T0 = 0,则 sup
n≥1

‖Tn‖ ≤ ‖T‖ < ∞且 ‖Tn − Tm‖ ≤ ‖T‖.

则任意 x ∈ X ,有 {(Tnx, x)}为单增有界列，进而为 Cauchy列，则

‖Tnx− Tmx‖2 = ((Tn − Tm)x, (Tn − Tm)x)

≤
√
((Tn − Tm)x, x)

√
((Tn − Tm)(Tn − Tm)x, (Tn − Tm)x)

≤
√
(Tnx, x)− (Tmx, x)‖T‖

3
2 ‖x‖ → 0.

注意到第一个不等式使用了 |(Tx, y)| ≤
√

(Tx, x)
√
(Ty, y). 故 {Tnx}为 Cauchy列.

故定义 T∞x = lim
n→∞

Tnx，则 T∞为线性算子，且 ‖T∞‖ ≤ ‖T‖ < ∞. 且有：

(T∞x, y) = lim
n→∞

(Tnx, y) = lim
n→∞

(x, Tny) = (x, T∞y).

则 T∞为对称算子. □

则设 T ∈ L(X) 对称，存在 m,M 使得 mI ≤ T ≤ MI , 并取 a < m ≤ M < b. 首先考虑

f : [a, b] → R为实多项式，则 f(T )也可以被定义，且有界对称.

进一步，若 f ∈ C[a, b]为连续函数，则取多项式 p1 ≥ p2 ≥ · · · ≥ f(t) = lim
n→∞

pn(t) ≥ q(t) on [a, b].

若能证明 p1(T ) ≥ p2(T ) · · · ≥ f(T ) ≥ q(T )，则由上面的定理，可以定义 f(T ) = lim
n→∞

pn(T )（思考：

良定性？）

Proposition 3.6

♠对称算子 T ∈ L(X),mI ≤ T ≤ MI ,实多项式 p满足 p(t) ≥ 0, ∀t ∈ [m,M ],则 p(T ) ≥ 0.

证明 则设

p(t) = c
∏

αi≤m

(t− αi)
r∏

k=1

((t− rk)
2 + δ2k)

∏
β:j≥M

(βj − t).

故此时有

p(T ) = c
∏

αi≤m

(T − αiI)
r∏

k=1

((T − rkI)
2 + δ2kI)

∏
β:j≥M

(βjI − T ).
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同时又由于 T − αiI ≥ 0, βjI − T ≥ 0,且

(((T − rkI)
2 + δ2kI)x, x) = δ2k(x, x) + ((T − rkI)x, (T − rkI)x) ≥ 0.

则由下面的定理（在此不作证明)

Theorem 3.9 (Riesz-Nagy)

♥对称算子 A ≥ 0, B ≥ 0,且 AB = BA,则 AB ≥ 0.

有 p(T ) ≥ 0. 故得证. □

则运用该命题，有 p1(T ) ≥ p2(T ) · · · ≥ f(T ) ≥ q(T )，则由上面的定理 3.8，可以定义 f(T ) =

lim
n→∞

pn(T ).故对任意 [a, b]上的连续函数 f ,我们定义了 f(T ).

更一般地，对 f ∈ K[a, b] = {f : [a, b] → R : f有界，且存在从上的多项式逼近p1(t) ≥ · · · pn(t) ≥

· · · }，可以同理定义 f(T ). 进而对 φ = f1 − f2 ∈ K[a, b]−K[a, b] = {f1 − f2 : f1, f2 ∈ K[a, b]},可以定

义 φ(T ) = f1(T )− f2(T ).

至此我们对相当广的函数空间中的函数 f 成功定义了 f(T ).
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3.5 Fredholm算子

回忆在 3.2节中定义过 Fredholm算子，我们记 X → Y 的 Fredholm算子全体为 F (X,Y ). 下面是

基本的例子.

Example 3.9设 X = Y,A ∈ C(X), T = I −A,则 T 为 Fredholm算子，且 ind(T ) = 0.

Example 3.10 X = Y = l2, 则定义 T : l2 → l2, (x1, x2, · · · ) 7→ (x2, x3, · · · ). 显然 dimN(T ) =

1, codimR(T ) = 0. 故 T 为 Fredholm算子，ind(T ) = 1, ind(T )n = n.

再对 T ∗ : (y1, y2, · · · ) 7→ (0, y1, y2, · · · )为伴随算子，则 ind(T ∗) = −1 = −ind(T ).

事实上这可以推广到一般的结果：(1)若 T ∈ F (X,Y ),则 T ∗ ∈ F (Y ∗, X∗)，且 ind(T ∗) = −ind(T ).

(2) T ∈ F (X),则 Tn ∈ F (X),且 ind(Tn) = nind(T ).

Example 3.11 X = C1[0, 1], Y = C[0, 1], T : X → Y, f 7→ f ′,则 T ∈ F (X,Y ), ind(T ) = 1.

下面我们给出 Fredholm算子的等价刻画.

Theorem 3.10 (等价刻画)

♥

对 B 空间 X,Y ,如下命题等价.

(1) T ∈ F (X,Y ).

(2)存在 T̃ ∈ L(Y,X),K1 ∈ F(X),K2 ∈ F(Y ),使得 T̃ ◦ T = IX −K1, T ◦ T̃ = IY −K2.

(3)存在 T̃ ∈ L(Y,X),K1 ∈ C(X),K2 ∈ C(Y ),使得 T̃ ◦ T = IX −K1, T ◦ T̃ = IY −K2.

(2)存在 T̃1, T̃2 ∈ L(Y,X),K1 ∈ C(X),K2 ∈ C(Y ),使得 T̃1 ◦ T = IX −K1, T ◦ T̃2 = IY −K2.

证明 (2) ⇒ (3) ⇒ (4)显然，

(4) ⇒ (1) : 由条件，N(T ) ⊆ N(T̃1 ◦ T ) = N(IX − K1), R(T ) ⊇ R(T ◦ T̃2) = R(IY − K2). 由

Riesz-Fredholm定理，dimN(T ) < dimN(IX −K1) < ∞，codimR(T ) < codimR(IY −K2) < ∞.

进而由命题 3.3有分解 Y = R(IY −K2)⊕M ,其中M 有限维，则设 R(T ) = R(IY −K2)⊕M ′,其

中M ′ ⊆ M 有限维，进而由 R(IY −K2)和M 闭，有 R(T )闭，故 T 为 Fredholm算子.

(1) ⇒ (2) :由命题 3.3有直和分解 X = N(T )⊕X1, Y = R(T )⊕ Y1,进而考虑如下交换图表

N(X)⊕X1 R(T )⊕ Y1

X1 R(T )

T

T0

i1 p1

则 T0 = p1 ◦ T0 ◦ i1 ∈ L(X1, R(T )),且可逆（为什么？）. 进而可以定义 T̃ = p1 ◦ T−1
0 ◦ i1 ∈ L(Y,X). 此

时对 x = x0 + x1, x0 ∈ N(T ), x1 ∈ X1和 y = y0 + y1, y0 ∈ R(T ), y1 ∈ Y1,有

T̃ ◦ T (x0 + x1) = T̃ x1 = T̃ T0x1 = x1.

T ◦ T̃ (y0 + y1) = T (T−1
0 y0) = y0.

进而取K1 : X → N(T ) ⊆ X,K2 : Y → Y1 ⊆ Y 为投影，有 T̃ , X, Y 符合条件. □
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则我们可以证明下面 Fredholm算子的性质.

Theorem 3.11

♥

(1)若 T ∈ F (X,Y ), S ∈ C(X,Y ),则 T + S ∈ F(X,Y ), ind(T + S) = ind(T ).

(2)若 T1 ∈ F (X,Y ), T2 ∈ F (Y, Z),则 T2 ◦ T1 ∈ F (X,Z),且 ind(T2 ◦ T1) = ind(T1) + ind(T2).

(3) F (X,Y ) ⊆ L(X,Y )为开集，且 ind : F (X,Y ) → Z为局部常值函数.

(4)若 T ∈ L(X,Y ),则 T ∈ F (X,Y )且 ind(T ) = 0⇐⇒存在 L ∈ L(X,Y )可逆和 K ∈ C(X,Y )

使得 T = L−K.

证明

(2)首先由等价刻画，存在 T̃1, T̃2,有界和K11,K12,K21,K22紧，使得

T̃1 ◦ T1 = IX −K11, T1 ◦ T̃1 = IY −K12.

T̃2 ◦ T2 = IY −K21, T2 ◦ T̃2 = IZ −K22.

故有

(T̃1 ◦ T̃2) ◦ (T2 ◦ T1) = T̃1 ◦ (IY −K21) ◦ T1 = IX − (K11 + T̃1 ◦K21 ◦ T1).

(T2 ◦ T1) ◦ (T̃1 ◦ T̃2) = T̃2 ◦ (IY −K12) ◦ T2 = IZ − (K22 + T̃2 ◦K12 ◦ T2).

则注意到括号中的算子均为紧的，则由等价刻画，有 T2 ◦ T1为 Fredholm算子.

再证明关于指标的命题. 仍然考虑交换图表,其中 T01和 T02是双射.

X = N(T1)⊕X1 Y = R(T1)⊕ Y1

X1 R(T1)

T1

T01

i1 p1

Y = N(T2)⊕ Y2 Z = R(T2)⊕ Z2

Y2 R(T2)

T2

T02

i2 p2

则令 W1 = R(T1) ∩ Y2,W2 = R(T1) ∩ N(T2),W3 = Y1 ∩ N(T2),W4 = Y1 ∩ Y2. 进而 R(T1) =

W1 ⊕W2, Y1 = W3 ⊕W4.

取 X2 = T−1
01 (W2) ⊆ X1, 有 dimX2 = dimW2 ≤ dimN(T2) < ∞. 再取 Z4 = T02(W4), 则

dimZ4 = dimW4 ≤ dimY1 < ∞. 注意到此时有

R(T2) = T02(W1⊕W4) = T02(W1)⊕T02(W4) = R(T2◦T1)⊕Z4, N(T2◦T1) = T−1
01 (W2⊕W3) = X2⊕N(T1).

故

dimN(T2 ◦ T1) = dimN(T1) + dimW2, codimR(T2 ◦ T1) = codimR(T2) + dimW4.
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进而

ind(T2 ◦ T1) = dimN(T1) + dimW2 − codimR(T2)− dimW4

= (ind(T1) + dimW3 + dimW4) + dimW2 − (dimW2 + dimW3 − ind(T2))− dimW4

= ind(T1) + ind(T2).

故得证.

(1)由等价刻画，取 T̃ ∈ L(Y,X)以及K1,K2紧,使得 T̃ ◦ T = IX −K1, T ◦ T̃ = IY −K2,注意到

由等价刻画这也意味着 T̃ ∈ F (Y,X). 则

◦̃(T + S) = IX − (K1 − T̃ ◦ S), (T + S) ◦ T̃ = IY − (K2 − S ◦ T̃ ).

其中 T̃ ◦ S, S ◦ T̃ 均紧，则两个括号均紧，则由等价刻画，T + S ∈ F (X,Y ).

并由 Riesz-Fredholm定理，有

ind(T̃ ) + ind(T + S) = ind(T̃ ◦ (T + S))
(2)
= ind(IX −K ′

1) = 0 = ind(T̃ ◦ T ) = ind(T̃ ) + ind(T ).

故 ind(T + S) = ind(T ).

(3)对 T ∈ F (X,Y ),则存在 T̃ ∈ F (Y,X)使得 T̃ ◦ T = IX −K1, T ◦ T̃ = IY −K2,其中K1,K2紧.

令 ε = 1
∥T̃∥ ,则当 ‖S‖时，有 EX = IX + T̃ ◦ S,EY = IY + S ◦ Ỹ 均可逆，且此时

T̃ ◦ (T + S) = EX −K1 = EX ◦ (IX − E−1
X ◦K1), (T + S) ◦ T̃ = (IY −K2 ◦ E−1

Y ) ◦ EY .

注意到这里K ′
1 = E−1

X ◦K1,K
′
2 = K2 ◦ E−1

Y 均紧. 进而有

(E−1
x ◦ T̃ ) ◦ (T + S) = IX −K ′

1, (T + S) ◦ (T̃ ◦ E−1
Y ) = IY −K ′

2.

故 T + S ∈ F (X,Y ). 故 F (X,Y ) ⊆ L(X,Y )为开集. 且由 Riesz-Fredholm定理

ind(E−1
X ) + ind(T̃ ) + ind(T + S)

(2)
= ind((E−1

X ◦ T̃ ) ◦ (T + S)) = 0 = ind(T ◦ T̃ ) (2)
= ind(T ) + ind(T̃ ).

注意到 ind(E−1
X ) = 0,进而 ind(T ) = ind(T + S).

(4) ⇐:由 (1)立得.

⇒:再次考虑

N(T )⊕X1 R(T )⊕ Y1

X1 R(T )

T

T0

i1 p1

T0为双射，且由于 ind(T ) = 0,故存在同构 φ : N(T ) → Y1,并且设K1 : X → N(T ),K2 : Y → Y1

为投影. 则定义 L = T + φ ◦K1,注意到 φ ◦K1为紧的.

L是单的：若 L(x) = 0,则由直和分解，只能 T (x) = 0 = φ(K1(x)),进而K1(x) = 0,故 x = 0.

L是满的：任意 y ∈ Y ,写成分解式 y = y0 + y1, y0 ∈ R(T ), y1 ∈ Y1,则取 x0 = T−1
0 (y0) ∈ X1, x1 =

φ−1(y1) ∈ N(T ). 此时 L(x0 + x1) = y0 + y1 = y.

故 T = L− φ ◦K1为想要的分解. □
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